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Die dreiseitig gelagerte Reckteckplatte 
. (1. Mitteilung). 


Von K. Goriupp in Graz. 


1. Einleitung. Die dreiseitig gelagerten Platten kommen in der Praxis des Ingenieurbaues 
haufig vor, doch wird der Einflu8 des dritten Randes mit Riicksicht auf die Einfachheit der Be- 
rechnung meist vernachlassigt. 

Estanave! hat erstmalig eine Lésung fiir die dreiseitig gelagerte Platte angegeben, Nddai? 
entwickelt die Biegeflache fiir hydrostatische Druckbelastung, und Bittner® untersucht die 
dreiseitig gelagerte Platte mit Randmoment. SchlieSlich wurde von Marcus‘ noch ein Verfahren 
zur Berechnung von Behalterwandungen mitgeteilt, wobei er die Querkraft am freien Rande 
nicht in jedem einzelnen Punkt, sondern nur ihre Summe lings des Randes beseitigt. Durch 
diese Annahme sind die Ergebnisse jedoch gerade fiir schmale Platten nur wenig befriedigend. 


Toélke® entwickelt die Biegeflache der allseitig aufliegenden Platte, ausgehend von der Green- | 


schen Funktion, fiir eine Einzellast. 

Zweck dieser Arbeit ist es nun, Liésungen fiir die dreiseitig gelagerte Platte bei freier Auf- 
lagerung oder Einspannung des dritten Randes anzugeben, bei denen die Rechenarbeit in er- 
traglichen Grenzen bleibt. Die Biegeflache wird dabei in Anlehnung an das Verfahren von Télke® 
durch einfache trigonometrische Reihen dargestellt. Diese konvergieren so rasch, daf es gelingt, 
fiir Durchbiegung, Momente und Querkrafte geschlossene Formeln aufzustellen. Biss 
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Abb. 1. Abb. 2. 


2. Die elastischen Grundgleichungen. Die Abb. 1 stellt eine Rechteckplatte von konstanter 
Starke h dar. Die Belastung p sei als stetige Funktion der dimensionslosen Veranderlichen 
(Saati iis 1 
Be Neo () 
gegeben und wird ebenso wie die Durchbiegung der Platte in der z-Richtung positiv gewertet. 
Auf einen kleinen Quader, der durch achsenparallele Schnitte aus der Platte herausgelist wird, 
wirken unter Zugrundelegung der Navierschen Biegungstheorie die in Abb. 2 eingetragenen 
Schnittkrafte und Schnittmomente. 


1 Fistanave, Contribution a l’étude de V’équilibre élastique d’une plaque usw. Diss. Paris 1900. 
2 4, Nddai, Die elastischen Platten. Berlin 1925. 
3 E. Bittner, Momententafeln und EinfluBflachen fiir kreuzweise bewehrte Eisenbetonplatten. Wien 1938. 
4 H. Marcus, Bauing. XVII (1936) 5.40. 
5 F. Télke, Ing.-Arch..5 (1934) S. 187. 
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Aus der Betrachtung des Gleichgewichtes folgt in bekannter Weise die Differentialgleichung 
der Plattenmittelflache 


ODI Vi ey Balthier ee eee (2) 
Det ai cee ue aye 3 74 Ee y* 
wobei 
zl E h3 
apenas) ade 3) 4] 
EJ= eS SZ ( ) 


und » die Querdehnung des Materials bedeuten. Aus der Durchbiegung w Weeden die Ausdriicke 
fiir Momente und Querkrafte durch mehrmalige Differentiation gewonnen. Die Biegungsmomente 
lassen sich nach Einfithrung des Begriffes der Momentensumme | 


EJ / dw _ ow my + my 4, 
Me aa of " aap r)= ed y 
folgendermafen darstellen: # 
E 2 2 E Pa 2 | 
Mm, = \— EJ eC ayy | yp d 2 ) — ete a) 0 ae 4. y M, | 
5 az 0 &2 Y 0 1" a” 0 2 (5) | 
EJ / @w 0? w EJ(l—v) ®w | 
My = — ee ( 3 ” -y F 2 ) =a @ a2 -+ M. 


Fiir das Torsionsmoment folgt 


EI Ua») dw : . (6) 


a Mxy = — 


20 dig eR ORTIo 1 @M 
qe= 5 ( dé ae) OSE "ap eae 

1 (.dmyy | dmy 1 aM | (7) 
nord onan arena ie 


Die Auflagerkriifte stellen sich bei freien Randern als die Summe aus Querkraft und Verwin- | 
dungsreaktion dar, wobei die letzteren durch 


Sik Me grige ZY an oy donee (3) 


gegeben sind. 


3. Lésungsansitze. a) Allgemeines. Um eine allge- 
meine Darstellung des elastischen Gleichgewichtes zu er- 
halten, wird die Greensche Funktion fiir eine Einzellast 
durch einfache trigonometrische Reihen dargestellt. Es wird - 
zunachst gemaf Abb. 3 eine an drei Randern frei gelagerte 
Rechteckplatte betrachtet, die durch eine Linienlast P(&, 79) 
in zwei lastfreie Bereiche zerlegt ist und fiir die dann die 
homogene Differentialgleichung 

34 w 0+ w 0+ w 
Ty 7 ni r ant (9) 


gilt. Diese wird durch die Lisungsansatze , 


wy, (& 7) OF [ A, Sin nn + Dynan Coj nay] sinna (é ~ =) ; 


Wy eo) yn [A, Ginny + By Gojnayn + Cyna7 Gin nen + (10) 
+ Dynx 7H Coj nan| sin nz (é Als x) : 
fiir die Bereiche 1 bzw. 2 befriedigt. Die Randbedingung , 
Pass 5 07 w | 
Fr 70 sy antO nee 5, ie 2 Re 


ist schon durch den Ansatz erfiillt. Die sechs Konstanten sind also den verblcibeudey Rand- 
bedingungen 
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dw 0-w 0? w 02 w 
fir 7 = Ww, = w ae eee one feat 
1 No 1 2 9 n 4 y p) 3 ae F) 7 ry | 
» : 3 12) 
EJ Ee a w ) ee 0° w | ( 
Be WRI ahr g yp oat Bho ae ae \ Po By 
a? yi IP dy 07? i dP dy ) Ele ente) 0 
fiir n = R: 0 wy —_ eee TED) 3° We =) 0 : 
01? 07° ~ 8fan ) 5 (ts) 


anzupassen, woraus sich nach Ausfiihrung der Differentiationen und Zusammenfassung folgende 
sechs Bestimmungsgleichungen ergeben. Zur Abkiirzung wird hierbei na7y= % und nwA=d 
geschrieben. 
A, Sin Hy + Dy Hp Go} Hp = Ag Sin y + ByCoj Hy + Cy Ho Sin Ho + Dy qo} Hq» 
Ay Go} o + Dy (Gof Ho + Ho Sin Ho) = Ay Coj Ho + B, Sin No + Cy (Sin Ho + No Go} 79) + 
+ Dy (Cojo + Ho Sin jo) 5 
Ay Sin Ho + Dy (2 Sin Hy + Ho Cojo) = Ay Sin Ho + By Gof Ho + Cy (2 Cof Hy + Ho Gin Ho) + (14) 
+ Dy (2 Sit Ay + Ho Gof Ho) - 
A, Gind + B,GojA + Cy (2CofA + A Sin A) + D, (2 Sind + AGofA) = 
- Ay Gof A — By Sind + Cy (Gin — AGoj A) + D, (Gof A — A Gin A) = 0, 


EJ roo) ; ‘ a ae § 
— De 2 n3 73 sin nz (é a =) [D, Cof Ho — Cy Gin, — Dy Goin, | = P(E, Ho) « (15) 


a 


1 


- Driickt man nun in den Gleichungen (14) zunachst alle Konstanten durch D, aus, so erhalt man 


D, 
A, =— * Ct 3 Gin? A + 1) + Ct 3 Sin ACojA + 2 
< 3 Sin? A + Tp 6tG jo + 1 Tin 870 ( cea 370 ( MAR eral 
— Ho (3 Gin ACoj A + A) — (3 Gin2Z —722-—)] , 
D, eieee ERIN are yh CE pee 
= Cta7n, — Ct 3 Gin A Gof A+ A) + (3 Gin? A +. 1)], 
Denar eas [ 7a Sta 7%] — Cia 7%o ( fA+ a) +( )] 
Dy =e Fe Bes 5 ROY Gh (16) 
Age a - 1 Ho Stag Hp (3 Gin? A + 1) — (3 Gin? A — A? — 1)] > 
eee earrrmeun ints Aaa eat )] 
De is « aoe nee Ns: 
By = eee — (Ho St9 Ho — 1) (3 Gin A Gof A+ A), 
= 3 Sin? A + Hy Ct 7% +1 (No St8 Ho )( oj ) 
C, = = SNR Ba ceed (3 Sin ACoj A +A). 
Ee. Sin 7 + Ho Stg Ay + 1 
~Aus Gleichung (15) ergibt sich mit (16) 
a5 2 B68 2D, m Bes Bi 
25 sd foe alin Ne a aed a een --— (Gin yy — Gof Hy Ctg Ho) x 
ms Sin m2 ( >) eae A me Fe con Ft ies /0 179 Sta No) | (17) 
x (3 GinA GofA+ A) = P(E, No) « 
Die Streifenlast P(é,7)) kann immer in der Form 
3 +4 iN 
PE NEHI |G) sae i 2 sin n7t( (é a af Pi P (&, 4) sin n 7 (é +- =) dé (18) 
dargestellt werden. Durch Einsetzen von (18) in (17) erhalt man weiter 
po ne ual (3 Gin? 2 + Fo Ctg Ho + 1) Sin Ho pr P(E, o) sin nz (é Eig 4\ dé ; (19) 
E Jn? x3 - 3 GinAGojA +A 
wenn noch beachtet wird, dafB 
. (20) 


Sin Ho — Coj Ho Sta Ho = — eink: 
° Sy ) 


6* 


J a ; 
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> Uh Ee A 
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Vollzieht man nun entsprechend Abb. 4 den Ubergang zur Einzellast, so folgt, wenn P(&,%) — 
zunichst auf eine Strecke von der Breite a JE gleichmaBig verteilt wird, 
Sots 
a’ (3 Gin® ‘i + Mo Stg Mo + 1) Sit Ho fa ae 
Ds 5p Tas Te = 2 = - 
ae Jee 3 Gin ACof A+ 2 Eek 
x sinna (E+ 5) dé (21) 
Pa (3 Sin? A + Ho Ctg 7p + 1) Sino sin(gna-As) 
EJ nx 3 Sind Coj A+ 2. tnmAé 
x sinna (£o at 5) 
inZ 
und schlieBlich fiir A & +0, wegen lim Eel | 
.== Fee ne x + Mio B19 tho + 5 Sup sin n 7 (Eo ie 5): (22) 
ES nia 3 Gin ACoj A+ A t 
Damit ergibt sich fiir die Durchbiegung: 
wi Pa? sinn 2 (€)+4)sinna(E+4) {_. = = 29 
= \ ho = Cinna Go 3 Gin? A+ 1) + 
oe 2. EJ n3 x? 3 Sin AWoj A+ A kh d L%o Io ) 
+ (Gof Hy — Ho Sito) (3 Sin A Gof A+ A) — (Gin }y (3 Gin? A — 72 — 1) ] + 
+ nn Coj nw [ Ho Coj Hy — Coj Ho (3 Gin ACoj A+ A) + Sin yy (3 Sin? A + 1)] | ; 
(23) 
Po sinna (§)+$) sin nz (+4) | aN) (eee nn ‘ 
Jg= ) 2 Cinna Gof Hy (3 Gin? A + 1) — 
he d EJ nx 3 Sin AGofA +A | 11 Mo 0h 70 ( ) 
— Gin Hy (3 Sin? A — 22 — 1)] — Gof navy [( 7p Co} 7p — Sin 7]o) (3 Gin A CofA + A)] — 
—nwnSinnay [Sin (3 Gin AGojfA+A)] + nay Gojinay [ 7p Gof Hy + Sin Ho (3 Sin? A -+ 1), : 
Fiir die Momentensumme folgt aus Gleichung (10) 
M,=— ey zy. r2n?7?D, Ginnazay sinnz (E+ s)> 
x me (24) 
72 [ C, Gof nz7y + D, Sin nan| sin nz iG ae =) 
1 
und nach Hinsoizen der entsprechenden Ausdriicke fiir die Konstanten 
BaP 1 EO ie a ed +4) re earpeiet car 
M,=— Cinna Coj Ny — Coj Ho (3 Sin A Coj A + A) 4 
; a oe n 3. Gin AGoj A fF P| fae) 0 fA +2) +I 
+ Gin} (3 Sin? + 1)], | 
00 25) 
2P 1 sin nt (So+ 4) sinna (€+4) i= a Be ea { ( 
br ny Sin Ho (3 Sin A CofA +A 
X og 3 Sin ACof A+ 7 { of nay | it Ho (3 Sin A Coj oa + | 
+ Gin nz [ 7p Cof rq + Sin Ho (3. Gin? 7 + 1)]\. | 
Aus (25) ergeben sich gema® (7) die Ausdriicke fiir die Querkraft 
eke sinn zt (&)+4)sinn a (€+4) a ot — Pere hard ea 
‘oleae Gof nmi iy — 3 Sin A CofA +A 
ot ‘ 2 3 Gin 100) A 4A ee Lio Eo Gof7g(3SmACHZ +A) + | 
+ Gin % (3 Gin? A+ 1)], . | 
Goins . : 4 (26) 
DOP, sin nz (+4) sinn a (€+4) ups bes RG Re Te okey f ( 
Sa eee =a S S 3 Sin A CofA + A)} + 
qy2 a 3 Gin TCT T { in nan [Gin Ho (3 Sin A CofA + A)] | 
+ Coj nay | Ho Coj Hy + Sin (3 Sin? A+ 1)]}. | 
P 


SRE TE Np PP Rie ph ee ee ease cal yet Ae 
ety Ne Ree SPM TT Rete yep . cs 
ae a Fe) +s rs 2 . 
ie ec “ rnp °* r 
4 : di 
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Die Gleichungen fiir q, ergeben sich unmittelbar aus (25), wenn man dort ”"™ cos ng(&+43) an 
- 2 


Stelle von sin nz (&-+4) setzt. 


Auf Grund der Gleichungen (23) bis (26) lassen sich die Wir- 
kungen einer verteilten Belastung p(éj,7)) an einem beliebigen 
Punkt (&, 7) leicht angeben. Man denkt sich hierzu die Belastung 
P(So. o) aus lauter Kinzellasten p dé, dy, zusammengesetzt und 
die Platte im jeweiligen Angriffspunkt der Last mittels einer 
Parallelen zur €-Achse in zwei lastfreie Bereiche zerlegt (Abb. 5). a-ak 
Die Wirkungen im Punkt (£, 7) ergeben sich nun fiir Lasten im a f 
Bereiche (7j=0 bis y=) aus den Ausdriicken w, und M,, bzw. ay 

fir Lasten im Bereiche (yy=7 bis 49=A) aus w, und M,. Durch Bildung des Doppel- 
integrals erhalt man somit fiir die Durchsenkung der Plattenmittelfliche unter einer ver- 


teilten Last p(&, No) 


© : : +3 n a 
é a at sin na (§+$) 
w(é,4) = d EJ nin aa. [fe P (So- %o) 4 No + [hp (So No) dno| * (27) 
See al) i) 
x sin nae (E+ 5) dee. | 
wobei abkiirzend bezeichnet ist 
S { Gin nN | Ho Col Ho (3 Sin? A + 1) + (Cof 7 — Ho Sino) (3 Sin A Gof A+ A) — ) 


— Gin 7 (3 Sin? 2 — 22 — 1)] + ny Coj nz [ Ho Gof Ho — Gof Hp (3 Sin AGoj A — A) + 
+ Gin Ho (3 Sin? A + 1)}} : 


— Gin Fo) (3 Sin ACoj A+ A)| —naxy Sin nay [Sin% (3 Gin AGoi A + A)] + 


% Siete 2 : picek (28) 
fo = { Sin nN | No Coj Ho (3 Sin? A+ 1) — Sin Hq (3 Gin? A — 22 — 1)] — Gof non [( Ho Soi Ho — | 
+ nw Sojnwy [ Ho Coj Hy + Sin Hy (3 Sin? A + y}}. | 


Fiir die Momentensumme folgt 


ee) ; : 2 +3 ’ 
2a" sinna(&+4) se) 
ie 2 


M(En)=~ Dra 3 sinteyt aT [f 8? Goa) 40+ fir p Eo) do] x | 
: 4 


J 4 | (29) 
; 1 
x sin nz (E+ 5) aoe. 
wobei zur Abkiirzung gesetzt wurde 
8 = Sin nay [ Ho Coj Hy — Cof ro (3 Sin A Cof A + 2) + Sin, (3 Gin2A + 1)], l 
(30 


pies (Sin RSS| [7%o Cof jo + Sin Ho (3 Gin? A + 1) | — Gojnovn [Sing (3 Sin A CofA +A)] : 


Die Auswertung der Integrale ist etwas langwierig, bereitet aber keine Schwierigkeiten. Das 
Problem der freigelagerten Platte ist mit (27) und (29) gelést. Es werden nun im folgenden einige 
besondere Lastfalle untersucht und hiefiir geschlossene Formeln angegeben. 

Der hier gezeigte Rechnungsgang wurde, wie eingangs erwihnt, in Anlehnung an das Ver- 
fahren von Télke! ermittelt. Es erschien daher zweckmaBig, den allgemeinen Teil dieses Ver- 
fahrens hier und im folgenden zu wiederholen. 


b) Die frei aufliegende Platte bei konstanter Belastung. In Gleichung (27) 
treten folgende Integrale auf: 


1 F. Télke, Ing.-Arch. 5 (1934) S. 187. 
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(ny Ginnay —Cojnan +1), 


1) b4 1 
Jf rH Co} nN dy = — 
0 

n 1 ; 

S Sin nN d yy = — (Goj nay — 1), 
0 mI 

2 
fnmno Coj no dy = a (nzdA GinnadA— CojnaA— nay Gnnwy + Coj nan). 
nm ¥ ° 


i 


- (nz A Go} nztA—GinnwA-n2Vn Cojnzyn + Sinnwy), 


1 
ana Sin nA Nod Hy — —— 


if 


a 

Sf Go} no d Ho = — (SinnazA— Ginna), 

o ; ; : 
S Sin NUH AN = ae, (Coj nwa — Gof na). 


” 


(31) 


Die etwas langwierige Vereinfachung der Gleichung (27) nach Einfithrung der Ausdriicke (31) 


soll hier im einzelnen nicht wiedergegeben werden. Wird noch beachtet, da® fiir alle un- 


geraden n 


aN Hai 2 
aD sin m7 (E a 5) de, al Niet “ 
jedoch fiir gerade n den Wert Null annimmt, so ergibt sich die Durchbiegung ANT 
sy 4 pat = sinnz(&+4) Neer ate Ne il 
WS 50)) ae ee) Pe 00h ei — (3 Ging Sin? A 
(57) EJa a n° Via SO 3GinA CofA +A A ¥ | 
= = 7 Coj H Sin? A — ; 22 Gin) | . | 
s 


Fiir A> © geht die dreiseitig gelagerte Platte in den Halbstreifen tiber, und man erhalt unter 


Beachtung von 


3 Sin? 2 : We 
lim = lI, lim = at en) 
2>0 3 GinAGojA+A ; Iso 3 GinAGofAt+a 
fiir die Durchbiegung den Ausdruck 
eae 4 pat a sin nz (E+ 34) [1 te ARM oe 
UD Noes ee re micas + Sing — Coin + > 4 (Sing — Cojn)].. 
1, 3,5 


der sich mit Hilfe der Beziehung 
Sing — Coi7 = — e-” 
_ in die bekannte Lésung von Néddai! 
4 (oe) 
WAL THY. = BP ye sin nt (§-+$) fa . (1 ai oR pe | 


Sey ood ES ee? n° 
Ipeys 


umschreiben laBt. 


(32) 


(33) 


(34) 


(36) 


Verwendet man in Gleichung (32) fiir das erste Glied der eckigen Klammer die Fourier-Ent- 


wicklung 


5 ee +4) nm? €2) (5 < 
2 = q536 (1-484) (5-48), 
yas 


5 


so erhalt man die besser konvergente Lésung 


pat { (1-48) (5-42 Se WA, E+4 low. = 
w(E,9) = as et ne ele » om pee ae) [soi7 Wat TD a | 
1, 3,5 
1 Ale 
i. (3 Giny Gin? A — 
3 GinACojA +2 


Nadai, Die elastischen Platten. Berlin 1925. 


re] oe 
3s 
a 
S| 
iG) 
= 
»| 
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| 
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= 
— 
_———— 


(37) 
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- Die Momentensumme ergibt sich zu 


148 = Asin na (€ +4) zs 3 Sing Gin2A 
M (é.n) =pa| = = (Gof y — — |. 39 
8 De ns m3 (6s ! seinTGoiT ad) 2) 


hema 


Aus (38) und (39) folgen mit (5) die Biegungsmomente 


5g | ees = Asinna (+4) eit 
=pa 4 : ye Meiers [6oi7 4 —(1—Y) 4 H Sin y + | 
135.9 
[bees ih = = Fy, can, = 
oe a : Es = (5 7 Gof Gin? A+ — 2? Sing) — eas I}. 
3 GinAGofA+A s~ S 3 Sind Coj Pieiay | 
© 4.0) 
(lea?) aN ae: y) Tee ete f ( 
Thy = p a 4 Re yo =e E Gof + (1—») 5 4 Sing — | 
L350 : 
T=» EA rine = = we Siny Gin? A 
: ¢ Z = (3 7 Soi Sin®A + 272 Sin”) iene Sie =_|\ ‘ 
3SinAGojA+a\? 2 3GinACo A+ 21S | 


Fiir die GréBtwerte der Durchbiegung und des Biegungsmomentes erhalt man 


Bi a Oa a a LSE 3 Gin A + A Goj A 
SL ere lac poe aaa ae ee: 


1, 3,5 


(ee) 
max m,(0,A) = pa? + ne a Bese! 3.Gind + 1 Coj a ay 
< 3 


5) = 
13.5 3 Sin 2 Go} 2+ 


Dabei fallen die Glieder mit » heraus, da die Querdehnung am Rand keinen Einflu®B hat. Mit 
(7) ergibt sich aus (39) 


en E | y" 4 cosnz (€+4) (Goi7 ie Son} |, 


ra n? 70° 3 Gin A Goj A + 
> ? 2 ss Me 42) 
“ 4sinna(é+4 os 3 Co} 4 Gin? A ( 
ee a a SEER (gin y aoa ae = 
ae : 3 Sind Cop A+ 2 
und entlang der Randlinien 
2 ae 
Be I 4 = 3 Gin 7 Sin? A 
qzx(+4.4) = F pa E Ey oe ODN) ee ee ic 
de ( 0 E oi 2 we ( Ve fenibatd) 
; ee es 43 
te G0) at pa yn nat) 9S = 
ee hes 4. n? or 3 GinA CofA +2 


_ In den Ecken (+3, 0) ist die Querkraft null. Fir das Torsionsmoment erhalt man mit Hilfe von 


(6) aus (38) 


My = pa (1 —») yn ee ae a ) cing ae Wy Di Irs cae ee tata 
a no ie 3 Sin 2 oj A+ 7 a (44) 
x [Gof 7 (3 Gin? A — 22) — 37 Sing Gin2 A] | | 
und fiir die Verwindungsreaktionen nach (8) aus (44) 
= TONE eee 1 She 
qe(+4,7) = + pa(i—y) oe oee | sing — FemiG tad (374 Coj7n Sin? A + 2? Gin 7)| - | 
Wes (45) 
E,0 + p@ (1—r) vy zsinna(E+$) 2 GintA_ | 
qy ( ) =~ pa ) 2 a n2 72 ‘ 3 Sin A Cof premier bas 


In allen Ecken ist die Verwindungsreaktion null, Aus Uberlagerung von (43) und (45) folgen 
die Auflagerkrafte. Da das Torsionsmoment in den Ecken nicht verschwindet, entstehen dort 
lotrechte Einzelkrafte im doppelten Wert. des Torsionsmomentes: 


A Seine (46) 


BBS Ss pk ES Meat args ene £5 ty 
ogre We 8 + po ty UA bli 


hee 


84. Goriupp: Die dreiseitig gelagerte Rechteckplatte (I. Mitteilung). Ingenieur-Archiv | 
—  ssSsSsSsS38301000 


Die Torsionsmomente in den Ecken folgen aus (44) zu 


2 36s 2 
nix? 3GinAGofAtA 


(47) 


= Ae ASA 
2 nim 3 SinACojpA+Z 


In den Ecken (+4,0) treten auBerdem noch negative Ein- 
spannmomente auf, die wegen des Verschwindens der 
Randmomente in die 45°-Richtung fallen und dem Torsionsmoment gleich sind. | 


c) Die frei aufliegende Platte mit Dreieckslast. Mit den in Abb. 6 eingefiihrten 
Bezeichnungen ergibt sich 


fee (48) 
Dieser Ausdruck ist in Gleichung (27) einzufiithren, wobei folgende Integrale auftreten: 


-[(na7)?Ginnay — 2nayCoj nay + 


Nn 702 


n Dede Le ~ 1 
LE Soh OP) 17 Net Mp oa ma Gof Ho’ Ato= — 
( 

+ 2 Gin nxn], 


ce Sin nH AN = a (nz7 Coinay— Sinn), 

0 

on Gof nwH) dyy = os (nw SGinnay —Cojnay+1), : 

3 1 We Tia 

[nx No? oj nao d Ny = meeay [(nz A)? GinnzA—2naAGoj nad +2 GinnzA — (49) 
: — (nxn)? Ginnayn + 2na7y Cojinay—2Giunay], 
ia Cof nw) dN = a (nwdA GinnaA— Goi nxA—nan Ginnay + Coj nz), 


7] 


[nan Sin nH) dN = [(n2 A)? Goji nwA—2nwd SinnwzA+2CojnazA— 
y 


— (nz)? oj nayn+2nny Gnnazn— 2Cojnzyn], 
] | U] ] 4 


a (nA GojinxzA— GinnnzA—naxyCojinay + Ginna). 


39 
TU" 70" 


ion Gin nz No dio rE 
” 


Nach Einsetzen von (49) in (27) und Zusammenfassung erhalt man 


_ 4eat S sinna(E+4) E ! 2 7 Goin Sin A —AGoj A Sing — | 
w(§,1) EJx iar semaGpa pa x ance (50) 


~ 2 Gin7 Gin) |. 
La®Bt man A—»co gehen und beachtet, daB 
ACoj a : Sind 


1, 3,5 


lim = = 0, 1 (51) 
A> 3 SinACoj A+ A A+o 3 GinAGojp Ata 
ist, so erhalt man die Gleichung fiir den Halbstreifen unter steigender Belastung 
4eat SS ysinnz(é+4) at.c n(1—4&) (5—42) 
w(E.7) = i SRG? hc ay Pye ob Des SS aaa 492) 


EJx 
1,35 
Im Halbstreifen nimmt die Durchbiegung in der y-Richtung geradlinig zu, die Momente my 
entstehen nur aus der Querdehnung des Materials. Die Momente m, sind bei Vernachlassigung 


der Querdehnung identisch mit den Balkenmomenten. Momentensumme und Biegungsmomente 
ergeben sich zu 


WE ee yadinnaEED (5 4 Ging Sin Z (53) 
au Here nt 3 Sin ACofA+ 2 


eng x | 


(7 of7) 7 Sin A— A Gin Coj _ 


nt 


<, ene | Lie a 
a [a+ 


Naas . PN ay Be 
| L Sinn 7) 
es 3 Sin A Cof Z acy} 
Rigi es mmnae te) oe 2 (1—») 
Wige zs och ML lap 
: 2 2 i 3Gin Gyles of Sin A — 2 Gin Cof A) — 


ag . fe 4 Ging Gin A 
: 3 Gin A Gof A+ 7. 


- Fir die GréBtwerte der Durchbiegung und des Biegungsmomentes folgt 


B! foe) A , i ‘ hes 
Fo max te (0,2) = G5 yo BED [gts], 
By os. } By ws 3 Gin AGojA +a 
: 3 ot 
(maxi. (0,2) = cat Yn SPREE] | 
. 1,3,5 bee 3 Gin AGoj A+ 4 


Die Querkrafte ergeben sich zu 


hes ye 4 cos nz (E+4) [i 4 Sin Sind 
4S. Lk 7 3 Sin AGojf AA 

; Heol pe tea gS -| 
” aoe 7 3 SinACoj A+2 


_wobei sich qy unter eae es der Fourier- -Entwicklung 


j “ sinna(é+ ae F 

a: ees Laoag 

aA PSS 

4 in die besser konvergente Form | ; 
4 co . — bess 

1 1 : 4sinna(&+4) 4oj)7 Gind 

f- qv=ea| 5 (dee) y Ron Se ts Se ee -| 
; j 4 oe 3 Gin AGojA+aA 
4 : : 

~umschreiben ]48t. Entlang der Randlinien bekommt man 


-) 


4 Singh Sind =|, ; 


qx(£3.9) = Fea ae | 3 Sin ACoj A+2 


1, 3,5 


1 = Asinna(E44) 4607 Sind | 
ate ONS tes Led = poe eee dag ae Sia ees 
wy (E90) = 4a), (1~ 42%) ae at asin ET | 


| In den Ecken (+3,0) ist die Querkraft null. Fiir das Torsionsmoment erhalt man 


= 4 cos nx (E+-4) | 2 Bei A eaten eee nt eters 
My = — i ae ree TE ie SeriGad 14 [7 Sin] Sin A— Gof 7H (Sin A+ | 
+ 260)7)]| (19). | 


Unter Benutzung der Fourier-Entwicklung 


co 1 ; mee Bx 
y cos ee $) fe (4 &2 — 3) fir —3565+4 
1,335 


14Bt sich vo) umformen in 


: “| 8 cos na (E+4) 4 Sing Sin A — Gof 7 (Gin A +2 oe 
op ee 4&2 3 n = -—|(l—yv), (62 
tiny = —ca?| 5, (462-8)- oie oe Lee e (1), (62) 
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pee AU NITE oy URDU Sn etre ated eer ee et hien bee eae al ea or Co 
und man. bekommt die Verwindungsreaktion VAN ’ 
ice) 
S 8 7 Gof 7 Sin A: —1 Giny 7 Go} 2 
qx (+47) = +00 )»—5 5 Le) 
MW 3 Gin AGoj A+ 7 R 
1, 3,5 ‘ eae (63) 

Cs i ; 8sinn a (E+4 itA+ AWo <.| 

wie) ee Cl sn (Ne A G2) a ee | (Ub Ste 

qy (§, 9) +eal-, ( é*) oi ne 3 ind Gof A + ) 


HaeaS Bs 


In allen Ecken ist die Verwindungsreaktion wieder null. Die Auflagerkrafte gewinnt man durch 
Uberlagerung von (56) und (63) bzw. (58) und (63). Die lotrechten Auflagerkrafte in den Ecken 
haben den doppelten Wert der dort auftretenden Torsionsmomente: 


: 1 = 18" Cina ACor a 
Ty Kia ee 2, |e ea oe ness = = = esa m 
ey ee Oe eee E Dia 3GinAGoj aA eee 
14,5 ity (64) 
1 = 8 GinAGofata 
SECT) sty pees sas Pale Ga 
My (= 3 Ay +¢ @ Ee Dnt! 3 Sin AGojf A +7 ) 
Hat die Belastung die in Abb.7 gezeigte Form 
p=c(da—n), (65) 
so ergeben sich die Schnittkrafte aus Uberlagerung der oben gewonnenen Formeln mit denen 


des Abschnittes b). ‘ 


Abb, 8 


d) Gegeniiber liegende Rander frei aufliegend, dritter Rand eingespannt, 
gleichmaBige Belastung. Eine Einspannung des Randes (¢,0) kann man sich durch eine 
zusatzliche Belastung der Randlinie entsprechend Abb. 8 hergestellt denken. Nimmt man diese 
Belastung zunachst auf die Breite ea dreieckférmig verteilt an, so entfallt bei einer Spitzen- 
last p,(&), auf die Langeneinheit die Gesamilast 


P, (8) = 5 eap, (8) 


mit emem Moment 
1 
M, (5) = 3 €* a? p, (5) 


in bezug auf die Randlinie. Denkt man sich nun ¢ veranderlich und das Moment M festgehalten, 


so folgt fiir die Randlinie 
= 3 
Ps (€) = ax M(E, 0) 


oe 
und damit fiir die verdnderliche Belastungsintensitat 

Siar ate } 

P (Suto) = 32 2 M(E,0). (66) 


Wird (66) in (27) eingefithrt und ein Punkt (£, 7) der lastfreien Innenzone betrachtet, so ergibt sich 


or 


+ 


ee) 
a Ts EN Ae _sinna (§+3 yy 3 Ue. = 
Mey 2 EJrix® 3GinAGoj A +7 [inna (& +4) ¢ sf. Ba? M (So. 0) dijo. (67) 


1 


: XVI. Band 1947. ertae Die dreiseitig gelagerte Rechteckplatte (I. Mitteilung). 87 


- Setzt man ¢ als geniigend klein voraus (lim ¢=0), so kann man fiir Gin ¢ das Argument und fiir 
oj « die Einheit schreiben, wodurch (28) folgende Form annimmt: 


fo =o [Sin (A? + 2) — 7H Sin (3 Sin A CofA + A) + 7 Gof (3 Sin2 A + 2)], (68) 
und man erhalt nach Ausfiihrung der Integration in (67) 
eo) +3 
Bay een SUIS DS) £E.. 0) si 
w Em) = 2, EJ n272 3 GinACojA+A hy [ M(&. 0) sin nz (&o+3) dé, (69) 
wobei abkiirzend bezeichnet ist : 
= [Ging (22 + 2) — 7 Sin (3 Sin AGoj A + 2) + 7H Gol y (3 Sin2A + 2). (70) 


Durch Uberlagerung von (27) und (69) folgt nun die eer te der Plattenmittelflache 


(oo) +3 


sinn z(€+-$) 
w(E.) aa oe Sema Gye ny [ro (So Mo) 40+ fir (Eos 9) 179] sin nat (Eo +3) dEo+ 
i " (71) 


_sinna(€+4) 


é | 
LB yatat aein 67-7 f M (Ey, 0) sin nat (Eo+8) dp. 


Die erste Reihe von (71) geht fiir konstante Belastung iiber in (32), und man erhalt weiter nach 
Kinsetzen von (70) in die zweite Reihe 


foo) 


Z Apat., be a 
w (&.7) ma -sin na (§+4)|1— Coj in ++ 7H Sinn+ 
eee : i 


aes 4 be Sinn Sin? pe 
3Gina CofA +A 


— FH Goi7 Siw — | P Ging) | AB acti ae [gin R242 
ah oN : f sea E Gay Die 


7 Sing (3 Sin ACoj A + +2) + 76017 (3 Gin? + 2)| [ot Gp OpsinnalGordéy. 


Bei starrer Sa een mu die Ableitung nach 7 langs der Randlinie (¢,0) verschwinden. Die 


Ableitung ° —— hat die Form 


dw “es 2 pa 


1 =, 
——==\)n inn (+4 ea Sin + 7 oj 7 + ——__~ : 3 Coj yn Sin? 2 — 
a) or EJ ntnt t (+5) Baa ie le ae 
au eyes = e sin nz (§ 
Ging Sinz? 2 aise wiper et ee Coj 7 (3 Sint A + 22 +4 me 
-37 Ging Sin? A — 2? Co} n)| + Day aan Hae =f of 7 ( ae ‘) (73) 
~ (Sin y+ 7 Co} H) (3 Sin A Coj A+ 2) + 7H Sin (3 Sin? 2 + 2)] [ M (Sp.0)sin nzx(& +4) d&,, 
und damit kommt t 
(0.0) . a, ioe) 
aw 0 y: _ 2pat sin nz (§+4) (3 Sin? Z 22) ‘i yi ie 
a 7 EjJntnt 3SinAGojA+a r rane | 
hes Lh (74) 
sinna +9) “(3 Gin? A 4 Att 4) f M (&, 0) sin nz (E, +4) dé. | 
3 Sin A CofA, +4 ‘ 


2 


Da M eine gerade Funktion sein mu8, sind in (74) die Summenglieder mit geradem n gleich 
fortgelassen. Gleichung (74) stellt eine Identitat dar, die nur erfiillt ist, wenn sie fiir jedes n 
befriedigt wird. Es ergibt sich also 


43 bps 
2pa 3 6inrAs— 7? mis 
aX) si f +4 IE Sr noe ay aS PS (75) 
fu (Eo ) sin nz (§9+3) dE nm 36iel+ e+ 4 
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Wird (75) in (69) eingefithrt, so erhalt man fiir die Durchbiegung der Plattenmittelflache 


een) ee ee 3 f pele Venues ir or iae Es che) 3 Gin7y Sin? A— 
w(é,7) = » ta; Aes sin nz (E+ 2) 1—Gojy +, 74 Sing + sen aeta y] 
1, 3,5 
2 eam T Laem | La pemn ye hein eel re) 
-= n&ojn Sin? A— 5A zin7)| 5 7H Sinn + a 177 ( at 


3 Sin? A — R ¥3) 
3 Ginta+a2+4) 


+ AGo{7 (3 Si? + 2) 


Fithrt man fiir 2->% den Ubergang zum Halbstreifen unter Beachtung von (33) bis (35) und 


3 GintA— 2B 


lim —— -=] (77) 
Aso 3Gin?A+ 227-44 
durch, so 1a8t sich (76) folgendermaBen anschreiben: 
4 pat SS sinnz (+4) d Ee 78 
w (&, 7) = Eis > =2 [1 (l+nzay)e i| : (78) 


PERS 


Dies ist die bekannte Lésung von Néddai}. 


Unter Benutzung von (37) laBt sich (76) wieder in die besser konvergente Liésung 


| ep Pe AR 4S) orgy asin nae) Ngo emis a ee 
AS ") 3 EJ | 384 ue n® 7 | of 4 7 ey 3 Gin ACojA +2 
Vaan e nd. cosas ot on Cina ee ee nce Sen Sn ie ee eee 719 
x (3 Sin y Sin? A — > 7H Coj n Sin? A ~ | A? Sinn) | 7 Sing sGin 160 a x (79) 


cil a EEE ONG) ML OP 
x {eing @ + 2) +7 6017 (3 in? + 2h SOU Ae Os | 


3Girwate+ta | 


umformen. Die Momentensumme erhalt man leicht aus (79), wenn man beachtet, daB der erste 


Teil der Reihe in (39) iibergeht: 


n3 73 


(1 —4& <i i cai me eta ete 
Ni (ely ee fa ae ye 4 sin nx (+4) & 7 Sinn Sin? A 
3, 


Gin ACofA+A 

8 $ Past i (80) 

Ve eee is Sint | 

SinAGojA+A / 367+ R+4)) 

und im besonderen langs der Randlinie (&, 0) 
“ sinna (E44 3 Sint A — 72 

M(Ei0) = Sa gta ee eee 81 
a E u nim 3 Gin? A+ +4 my 


d. h. eine Fourier-Entwicklung der Momentensumme, wobei die Plattenbreite der halben Periode 
entspricht. 


Zur Vereinfachung der weiteren Untersuchungen denken wir uns nun die starre Kinspannung 
durch das bekannte Randmoment (81) ersetzt und betrachten, da der Fall der konstanten Be- 
lastung schon in Abschnitt b) erledigt ist, nur mehr die Wirkungen des Randmomentes. Um den 
endgiiltigen Zustand zu erhalten, sind also alle folgenden Forme!n mit den entsprechenden aus 
Abschnitt b) zu iiberlagern. Die nur aus dem Randmoment entstehenden Momente und Quer- 
krafte werden zur besseren Unterscheidung mit m’, q’ bezeichnet. 


1 Néddai, Die elastischen Platten. Berlin 1925. 


Die Momente ergeben sich nach (5) zu 


a ey een Et) Sm ASF [-y Heing + 27607 
“ea eae n? 3 GiwrA+ +4 ese ren G0) Hat 
i= —_ 
+ UV =) __[eing (2 + 2) +7 Goi (3 Gin? + 2)] —2y SDS SWA+2)| 


3 Sin ACojA+2 3GinAGojpAtAZ J’ 


aR wes is { 
7 Sinn (1—v) + 2 Cofy — 4 


a = 2sin na (+4) 7 3GintA—7 | (82) 
eet yi isentaee + wil 
(—») re ats : 
- Ging (A242 6 3 Sin? 9 Sin ( Sin? a) 
eee Diack) Fen shads Gin ee) le Sein Ooi deen 
Fir die Querkrafte erhalt man mit (7) aus (80) 
Men q.-— pay PERS DG [e of 7 SAB Sin? A+ zp 3 Gia BP 
. ae eee 3SinACofA+A J 3GiwAzt +4’ 
ioe — pay Asin nz (E+$) feiny Cof 7 (3 Sin? + 2) i 3 Gi 1 — BP eS 
x : 2 2 =x — > ee". 
ae haa 3 Sin A Gof A+ A 3 Gin Ate SAN 
und entlang der Randlinien ; 
, = 4 ERs Sin 7 (3 Sine A = 
q.(+ 3, ) = +pa Nicer 5 [Goi Sin HO a 3 Sin? 72 
Sere 3 Gin ACoj A+ A PE eed 
een ae ay 4sinnz edie JD 3 Gin? A+ 2 3 Sin? A — 2? be 
i Loe m0 3 Gin A CofA +A 3 Gin? A+ 7? + 4 ; 
Die GréBe q, wird in den Ecken (+4,0) zu null. Das Torsionsmoment ergibt sich zu 
; “ 2cosna (E+ a = 1 
my = — pe ae — ») ein + 7 Sof 7 STR [ Co} 7j (3 Gin? A + 22 + 4) + 
1, 3,5 
3 3 (85) 
= aS = re is G4 
+7 Ginn (3 Gin? A + 2)]| 5 a = F (1—) 
und die Verwindungsreaktionen zu , 
oe) 
G.(+ 40) = + pa yng y [26019 +7) Sing ene — [Sin 7; ( Gena + 22+ 6) + 
; hone Ee 3Gin AGoj A+ A 
= i 3 Sint A — 2 
+79 Goj7 (3 Sin?A + 2)]| iss: ee 
7) Gof 7 ( )] (eaiawia eo” (86) 
ey = 2sinna (§+4) 3 Sin? A — 72 
i= - = pe = =). 
Be er) aaa gt SeinAG7 +I" ’ 


1,3, 5 


Die GroBe gq), wird in den Ecken (+4,A) und q dy in den Ecken (+4,0) zu null. Die Auflagerkrafte 
ergeben sich durch Uberlagerung von (84) und (86). In den Ecken treten lotrechte Einzelkrafte 
vom doppelten Wert des Torsionsmomentes auf: 


: 2 3 Sin? A — 
Al, caer oi 2 ae as fk 5ST nae ck 
may (+4, 0) Pm y ore en ”), 
3,5 
. AGinA—2CojA 3 A= 2 i) 
4 Sin A — Sin’ : 
Fe 1,4)=+pa)52»—— —= sir ey 
May (4,2) = pa? D> as 3GinAGojA-A 3GmwA+eP+4 ie? 


1835.9 


Die in den Ecken (+3,0) auftretenden Einzelkrafte und die Verwindungsreaktion q, (é, 0) 
sind den nach Abschnitt b) ermittelten Werten entgegengesetzt gleich. 


“ 
¥ 
" 
4 


90) Goriupp: Die dreiseitig gelagerte Rechteckplatte (I. Mitteilung). Ingeniews-Archiv 
PMs Sg EE EEN Sa ee ae 


e) Gegenitberliegende Rander frei aufliegend, dritter Rand eingespannt, 
Dreieckslast. Die Durchbiegung ergibt sich mit (50) und (72) zu 


4cat, aoe 2 aa 
Ww (é; ) = n eer sin n7(é f 4) gi =| 3 ind Cola + A (m 607 cind te > Sinn Coj A | 


3 i% a sinna(é+4) 
— 2 Ging Sin. |: a; ZGoj2 +7 
in Gin-A) |+ 2 EJr2x? 3 GindA Gof 2+ 2 


x [Gin7 (224+ 2) — n Ging (3 Gin A CofA + A) + 
+3 
+ 7 Coj7 (3 Sin2A + 2)] [Me O)sinnae (Sts) deo 


und dhnlich wie bei Abschnitt d) 
2 (Sind + ACojA) si 
3 Sin Oui ; any | 


Roe 
n ALG - sin ng (E+4) 2 


Jenin? 


es} 


Se 9) 
2 i 

uns —sin nz (€+4) 3 Siw A+R + fw ens 0) smnz (Sos) ace = 0% 
EJnza 3 Gin Copa A 


Aca 3. SinAGoj A — 2 (GinA + AGojA) +4 (90) 
nt nA 3 SineA + 2+ 4: é 
‘ 


fw (Ey, 0) sin naz (E)+-4) déy— 


(7 Goin Sind — 2 Sin} Coj A — 


4cat sinna (§+4) 1 2 
wi(én) ==) 
C1) = Fyne a n’s terns epearrce a 


— 26inn ein | ~ | ging (A? + 2) — 7 Sing (3 Sin A CofA + A) + (91) 


+ Goi 7 (3 Sin? 2 4 2)] (3 in 4 Gof A+ A) — 2 (Gin A+ AGof A) | 


(3 GinA CofA + A) BSiwA+ +4) | 


Fiir 7» erhalt man die Durchbiegung des Halbstreifens 


A 4eat G nsinna E+) aay. ¢ 
w (€,7) = Esw ya _ [1 ak ted i| 4 (92) 
mete 


Die weiterer Untersuchungen werden wie bei d) auf den EinfluB des Randmomentes be- _ 
schrankt, die endgiiltigen Werte folgen dann durch Uberlagerung. Die Momentensumme erhilt 
man aus (91) zu 


Mics: al sinnz (+9) [soir A eings 3 Sint A+ 2 =| (3 € Gin A6o{ dd) 2(Cm aed Coj A) (93). 
a i 3 Sind Cof 2-4 A 3 Girt A+ B44 
und langs der Randlinie (&, 0) 
¥ 8 ca? ~ sinna E44) (3GinAGo A+ A) — 2(Gind + AGoj A) 
wr Beet Sinn 44) @2MTHT D208 «EHD a 
3.5 3 SintA+ 724+ 4 
Die Momente ergeben sich nach (5) zu 
‘ AEG aT peo en et aero ae ence fobs 
m= — = ye menzet) | Sin y (A242) — 7 Sin y (3 Sin A Coj A+A) + 7H Co} 7 (3 Sin? A+ ah x 
1, 3,5 
x (l—») #2 [Goi (3: Gin A Coj A+A) - Sin (3 3 Sin2A+2)] | (3 Gin ACojA+A)—2 (Gin ALA Co} Dy 
4 (3 Gin? A+ 72-4) (3 SinACofA+A) ” 
; (95) 


, 4 eee i LIU E 4 Se 2 ered cA) ~~ — _ TA. 
m= x Me io ae 2) [— Sin (2242) + 7 Sin 7 (3 Sin 2. Coj A+A) — Go} 7 (3 Sin2A+2)] x 
3 
| (3 Gin AGoj A+-A) —2 (Sin A+ A Co} a 


x (Lv) + 2 [Go} 77 (3 Sin 2 Coj A+-2) — Sin y (3 Sin? A+ 2) I} Tease Wren ee 
KS) D/A 
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Fir die Querkrafte erhalt man mit (7) 


? 


5 bene ate aie 
aoe cay ae ) ls Aaeceng A+ 2 zai Sin ACoj A+) —2 (Sin A+ Coj A) 
arte SinACof 2 +7 3 GintA+ P44 


(96) 


eye ye 8sinna (E+4) 


n 73 


3 Gin’? A+ 2. ] (3 Gin ACoj A4-2) —2 (Sin A+-4.Coj A) 


| Sing — Got See re 
3 GinACof a+ A 3 Gina + 7244 


1, 3,5 
* 
und entlang der Randlinien 


’ 


4. (thn) = te a) — [cof nH — Sing 


3 Gin? A+ 2 (3 Sin ACoj A+A) —2 (Sin A4- CofA) 
3 SinACoj A+ 3Gin z+ 244 pat | 
| (97) 


Heo cay AG +4) 3Giw A+ 2 — (3 SinAGojA+A) — 2(SinA+.2Oo} 7) 
- 3 GinACoj A+ 2 3GinA+ 214 : 


1, 


‘ 5 


Die GroBe q, wird in den Ecken (+4,0) zu null. Das Torsionsmoment ergibt sich zu 


Bey ea ve ES Le a Daa ast 
m= €.0" pe ee [ Co} 7 (3 Gin? A + 2? + 4) — (Gin + 7 Coj H) (3 Gin A Cof A+ A) + | 
| (98) 


1,3,5 


“(l~9), 


4 Gin7, (3 Sin? A 1.2 )] (3 Sin ACoj 2 —2(Gina + 2.Go§ A) 
(3 Gin A CofA = (3 Gin? ALR 4) 
und die Verwindungsreaktionen erhalten die Form 
(oe) 


q.(+ 4.7) = Fea'yn a [Sin y (3 Sin? A + 22 + 4) — (260) 77 + 7 Gin) (3 Sind CofA + 2) + 


2) 8 Sin A CofA + A) — 2 (Gin A + AGof A) 
(3 BLASS USE a. 


+ (Sin + 7 Gof 7) (3 Sin? A + (ny, (99) 


=) 1 Ee ONS 8sinna(E+4) SinA + ACoj A 
PD atl 4c) ine 4+ F607 | 
By | 8 ) oe n? 7? Ee Tatas 2) 


Die GréBe q, wird in den Ecken (+4, A) und q, in den Kcken (-43,0) zu null. Die Auflagerkrafte 
folgen durch Uberlagerung von (96) und (99). In allen Ecken treten wieder lotrechte Einzelkrafte 
auf, wobei die Krafte in den Ecken (+3, 0) und die Verwindungsreaktion q, (, 0) den nach Ab- 
schnitt c) ermittelten Werten entgegengesetzt gleich sind: 


. ie 
: Sind + 760 { 
Av ii 25 2 0 = ca Ee oF ath aS A) 1 = v) y) 
x ye se 3 Sin A Gof 2+ A ( 
© me SEU Sap Si Ua (100) 
mo(+4,A4)= + Cae ye ao 1G Sind —2 Cof 2 (3 Sin AGoj A + 2) — 2(Gin A + Ao} 2) ee 
ee 3 Sina CofA + Z 3 Sin? A + 72 + 4 


4. Einige Fourier- und Potenzreihen. Der Aufbau der Formeln in den vorhergegangenen Ab- 
schnitten machte in manchen Fallen eine Teilsummierung méglich, wodurch eine bessere Kon- 
vergenz erreicht wurde. Dabei sind schon fiir verschiedene Fourier-Reihen die geschlossenen 
Ausdriicke angeschrieben worden. In den Formeln fiir q, q und my nahert sich nun gerade in den 
schlechter konvergierenden Reihen das Summenglied rasch einem Grenzwert, und es bleibt die 
reine Reihe iibrig. Auf Grund dieser Eigenschaft ist auch in solchen Fallen die Ermittlung des 
tatsachlichen Wertes mit beliebiger Genauigkeit méglich, wobei die im folgenden zusammen- 


64" 
t 


RT Cote eae eT ake DS p SMa dial aa ae 
\ fC y : He ey ? aie he sek te a a3 1g5 
‘ ‘ ; AS a ik ae a 
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gestellten Reihen wertvolle Dienste leisten. Der Vollstandigkeit halber sind auch die schon an- 
gegebenen Reihen hier wiederholt. 
2 sinnz(é+$) 1 3 42 (+s fe 5) 
yas nae “1536 (Ase 5") 2 Soest oy 
2 cosna(§+$) 1 £3 E (-+s <+5) 
S25 Go — joe -30 pSES+4), 
48,5 
2 sinnz (§+4) 1 eS ior 1 
1,35 5 
2 cosna(&+4) 1 a ee . 
1,3, 5 
<a sinna(E+$) 1 (-$S!S+5), 


“a 
uw 


> 


Durch entsprechende Wahl von & gewinnt man noch folgende Reihen: 


ea ey 
EF Wee) LOO 

AEE 

ee 1 ; DOR 1 

Dayenn oad 

PeSte f 

Blas heer 

DP ar Ps = 35 

1, 3,5 

22 1 DUD VIegT 5 

WER cer uuaroee WaT 

ERS 

BN Sepia Teel 

De nes 8 


- 


_ 
oe 
uw 


Durch Reihenentwicklung erhalt man ferner noch folgende Summen: 


(ee) 
S's att es) VORB TE ain 
ee 2 3 
LSS 8 
Sin py sin “27 = 0,08569..., 
n? 7 3 
IPSS s 
i ; 
>: BR ey OLD ete one 
n? 7 6 
Ne Sat5, 
ee) 1 
Sng = 0,03392... 
a reore 
i le Se) 


5. Geschlossene Formeln. a) Allgemeines. Fiir die praktische Berechnung sind einfache 
geschlossene Formeln den Reihen vorzuziehen. Man wird dafiir lieber eine geringe Ungenauigkeit 
des Ergebnisses in Kauf nehmen, zumal in allen jenen Fallen, wo die Bemessung mit dem Rechen- 
schieber erfolgt und man ohnehin nur eine Genauigkeit auf héchstens drei Stellen erreicht. 
Im folgenden sind daher fiir die bisher behandelten Falle geschlossene Ausdriicke angegeben, 
bei denen der Fehler nicht gréBer als 1%, ja in den meisten Fallen sogar weit kleiner wird. Die 
Formeln sind an Hand der Platte mit 1=4 entwickelt. Dabei konnte in vereinzelten Fallen auf 
eine Entwicklung der ersten Reihenglieder (n=1 bis 5) nicht verzichtet werden. Bei gréBerem J 
vereinfachen sich die Ausdriicke noch weiter, die Reihenentwicklungen entfallen dann fast durch- 
weg. Fir die Falle mit Randeinspannung muBten die geschlossenen Ausdriicke auf die GréBt- 
werte der Durchbiegungen und Momente beschrankt werden. Die itibrigen Werte erhalt man 
jedoch auch hier schon nach kurzer Reihenentwicklung. Es sei noch auf die in Abschnitt 6 ge- 
zeigten Tafeln 3 und 4 hingewiesen, aus denen die Gré&tmomente bei gleichmafiger Belastung 
fiir jedes A entnommen werden kénnen: 


In den Formeln ohne ¥-Zeichen bedeutet A=2A, H=7 7. 


oa Mien ela aE so mG bot ey 
nvcle 
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b) Freie Auflagerung, gleichmaBige Belastung (Abb. 3): 


max w (0, 4) 22. | 5 pe 3 Sind + 1 Cof jA\ 


Ey (3840 ne 3 SinZ CofA AN” 


my, (é, 2) ef pa el 4 £2) pect Cag) 3 Gin dz + 2 Wo} Was 
ie 3 GinAGoj A+ A)’ 


3 
1 A Ca 1 en = Lee ) ; a 
mx (0,7) = Pi etl eal Bal [ee aes ien sO OT Sad ER Say doer tS 
(0,7) a 18 5 ee Sof — (1—») ; Lem ices, Sin 2Gof7 + 7 (5 n Soi Sin? A + 
+4 feng) Senses 
3 GinA Gof A+ 24) 
: 1 
- EPR 1 — p) 
my (0.7) = par}. oe -(1—9)— 7 Gin? (a Names 
aa =F ne eel 3 GinA Coy A + 2 


1 


a 7 Coj y Sin? A + 3 Sing) y- 


3 Gin 7 Sin? A |\. 
3 Gina Cojz+ 24)’ 
4 3SinA + ACoj ay 
me 3 Sina Gof A+ Al’ 


max mx(0,4) = pa I= 


eet {1 4 = 3 Gin Sin’ A | 
(£4, 9) = F pa} 5 —— | Ooi? i _|I, 
GAL 9) = FPO) > I~ 3 SinaGor ata) Tafel 1. 
5 R. 
4sin a (+4) 3 Sin? 7 l Poa é 
, (& 0) = pal Re —____=+__ 
dy ( ) Pe ialretr 3GinAGojata J a | 0,0340 
ae Renee 4 0,0082 
n Tafel 1 ist Re fiir einige Werte von € ermittelt. 1 | 0.0448 


Sn 56-0089 (9), 


3 Sin A Gop A +a j 


Mey (+ 4,0) = + pa 


A . A Gin A 
May (+4,A) = + p#—, ——__— (1— ) 

wT 3SinACoj A+ 2 Tafel 2 

= : 2 f__. — ~§ 37 6o0{7 SintA+ 722 Gin 7H E | Ro 

q-(£2,7)= + P42) | 7 Sing oes e mare ON ai sedis Ab Sui 
: J 3 Sin ACoj A+ A 0 0,0170 

: 2 eo A: ! 0,0041 
= 2sinz (§+3) 3 Sin’'s— La = PORE TaD) ies Ar Nata 
iiss peg eee Sali a eee pea 
dy (&, 9) iy =p 3 Sin A Co} ae s ( ) 1 | —0,0224 


_Einige Werte von Re sind in Tafel! 2 zusammengestellt. 


c) Freie Auflagerung, dreieckférmige Belastung (Abb. 6): 


- BAe = 4 Gin? A 

max w,(0,A) = — | Sa ESE EBE NeE ead 

1g) 3 Sin 2 CofA 

( 4sinna (E+$ ) Sin? 27. |. 
ie Dicey nint Few GinAGojA+A 

1 

2 pena 2(1—») 4 Sin 7 Sind 

=ca Hf: Coln Sind — A Sin7y Coj A) — — if 

Be ce ee [7 + Feinaeoian a” Nae ae 3 Gin AGof A+ A 

1 

Scour Cy esas 2(1—») = 4 Sin 7 Sind 

2Nn 77) Coin Sind — 2 Sin Go y —+ =|. 

my (0,1) = ca? Vn ae Eee pogrom OA) 9s nA Gop A+ 7 

1 


ed 


= al eae Taal 
‘Ss ae eee 


‘7 


* 


ess 


ah a eT et 
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4 sin ” a 4 Gin2A 
eee | 2 —| 


nts 3SinA Cop A+ A 


5 
maxis; (0,A) = ea" ae 
1 


- 4 Gin? 2 
qt $A) = Flea | (4-——=*~ = + 0,0947 20,0089, 


3 fas ae eee on 
Be) yee | ee yee Ail Ge CUCU + 0,0497 
qv (+4,0S7= 3 ) =e "h eae (7 seinzesiT ai) * 7H 


i Alpe 8 Sm a ae A Coj ri 
eee 1 0)=+ ca? a So | l—»v), 
May (se $y 0) = 24 nm 36inAGojA+A ( ) 


] 
24 a 3 Sind oj A+ A 


8 Sin AGo§ 2+ 7 Ja ee 


-tea yn 8 9 Coj7 Gin A — A Sin 7) Cof Z Chet 
» n3 73 3 Sin ay Coj i ae 7 


shoes Nm LoS, | 1—») 


Aaaie i 
vy Eo 0 = | 1 iy 4 Nes ‘ yn Hi FI 
qv (é. 0) ea|-,(1— 4¢%) 3 3 GinA Goi A+ A 


TU 


d) Dritter Rand eingespannt, gleichmafige Belastung (Abb. 8). Es werden nur 
die Anteile w’, m’ aus dem Randmoment angegeben. Die endgiiltigen Werte erhalt man durch 
Uberlagerung mit den entsprechenden Werten aus Abschnitt b). 

2 = Sin 7+ ACof A 3 Sin? A — 22 
EJ ® 3@inAGolA+A 3GimA+244— 


He Nie » 4 GinA+AGojA 36inA— PK 
mm, (0,1), == = .p a? —— oe : 

: WM 36inACoj A+ A 3 Sin? feta, 
4 3 Sin? A — 2 
nm 3 Gin2A+ 22 +4 


my, (0,0) = — pa? ( ots 0,0040 ) : 


e) Dritter Rand eingespannt, Dreieckslast (Abb. 9). Es werden wieder nur die An- 
teile aus dem Randmoment angegeben. 


cut * 8) Sin A+ AGoj A (3 Gin A Coj 2 + A) — 2 (Gin 2 + 1 Gof A) 


w (0; A) =e a5 = == 5 
ati n° 3GinA Cop A+ 2 3 Gin? A+ 7? + 4 
; , 8&8 SmA+LAGojA (3 Sin A Cof eae mend Sin A+ ACoj ” 
m,.(0;A4) = —-ca® — ee = ( uae) pclats abe 
um 3SinACoj A+ A 3 Sin? A+ +4 
97>: Bits > 9) in Si Hh Fh a rary 
m’ (0,0) — — ca E Ae COE elas (SU AD 0.0009). 
7 3 Sin? A + 72 + 4 


6. Beispiele. a) Allgemeines. Wie die folgenden Beispiele zeigen, vergiinstigt die drei- 
seitige Lagerung — die ja oft vorhanden ist und nur der Einfachheit halber nicht in Rechnung 
gestellt wird — die Verhaltnisse sehr wesentlich. Bei groBem A und freier Auflagerung oder Ein- 
spannung des dritten Randes reicht dessen Einflu8 bis in eine Entfernung 7=2/, wahrend bei 
kleinem 4 und Einspannung des dritten Randes durch die Wirkung der Querrander bedeutend 
giinstigere Verhaltnisse als bei der Kragplatte eintreten. Zur besseren Ubersicht sind die Mo- 
mente mx(0,A) und my,(0,0) fiir gleichmaBige Belastung und verschiedene Randbedingungen 
in Tafel 3 und 4 in Abhangigkeit von ) dargestellt. Gleichzeitig kénnen in den Tafeln die 
Momente fiir Zwischenwerte von / abgegriffen werden. 

Die gré®ten Momente treten bei den hier behandelten Belastungen immer an den Randern 
auf, fiir die ja die Querdehnung keinen Einflu8 hat. Bei Einfiihrung einer Querdehnungszahl 


eiseitig gelagerte Rechteckplatte (I. Mitteilung). 


— 


je dr 


oS 


rden sich also nur untergeordnete Momente, die Verwindungsreaktionen und die Einzellasten 
in den Ecken geringfiigig andern. Die Beispiele sind fiir »y —0 einmal mit Aufrundung in der fiinften 
ezimale und einmal mit den Naherungsformeln gerechnet und die so gewonnenen Werte einander 


D 


gegeniiberge stellt. 


. 3 
Tafel 3. 
pa" 
: Grenzwert tir A—~9 
a ae SEs ales sie [eal T 
é ‘pS i: d 
4 G10 ii oh ied ' 
J +++} ‘i gu ; 4 
408 Ser ft A I Lea 
; ant oo? i 
: O06 8 Clk T at 1 
4 Wi a | | | 
- 004 $ i 
i >) Aw 
om | 
002 
, ee a 
4 0 W 2\Q? OF 5 6 O71G8 09 10 17 12 13 1% 15 16 17 18 19 20 
2 |S Rh S/S RD iss RRS 
SI8  S|s QS NS SS Ray 
See SS SS 
5 
; Tafel a 
zz pa 2 
“a Grenzwert fiir A—=<o 
| oes ] ip ; ie T 
+ OT ‘ 
G10 St an 
T & é est” 
G08 XY; cane 
T Y7 x zs 
4 gt SZ +t 
: 1. s ay 
G04 Qs ; 
é A) | { 
Go2 i cl 1; 
ip xr 
0 Of 02\G3 04 05 06 07°08 09 11 2 13 1 45 16 17 18 19 20 
& > S 
es Mae : . 


Im folgenden sind die wichtigen statischen Werte fiir einige Belastungsfalle zusammengestellt. 


. b) Freie Auflagerung, gleichmaBige Belastung (Abb.3). Siehe Tafel 5 und Abb. 10. 
Die Einzellasten in den Ecken sind gering: 
P(+4,0) = —0,12156 pa’, 

P( +4, A)= +0,03706 pa’. 


c) Freie Auflagerung, Dreieckslast (Abb. 6). Siehe Tafel 6 und Abb. 11. Die Einzel- 
Jasten in den Ecken sind gering: 
P( +4, 0) = —0,04934 ca’, 

P( +4, 4) = +0,03380 ca?. 


? 


d) Dritter Rand eingespannt, gleichmaBige Belastung (Abb. 8). Siehe Tafel 7 
und Abb. 12. Die Einzellasten in den Ecken (+3, A) sind gering: 


P( +4, 0) = +0,03828 pa’. 


(Eingegangen am 16. Februar 1945.) 
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Abb. 10. 
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Tafel 5. - 
Ae OTe \6 0 pd | aves aaa 
0 0,08261 0,0826 
+ | 2 | 0,07437 | 0,0744 
my | 3 | 0,04820 | 0,0482 
a | 0,03838 | 0,0384 
ee ieee - e 
2% | 0,06576 | 0,0658 | pa 
4 | 0,02323.| 0,0232 
My 0 TGR TAS REE eT 
2% 0,01918 | 0,0192 
-, | 0 | 0,06078 | 0,0607 | 
Mxy 9 ony = aoe 
Spee aA lee 0018531 cl oO. 018s 
S 0.29484 | 0,2995 
1 22 Noes Baa 
qx Faisal 0.373582) ea, 3440 
v 0,36648 | 0,3667° 
0 0,35310 | 0,3531 
qy = lO |00,32703). ea0,3271 
2 0,23841 | 0,2384 | pa 
5 , | 4 | 008028 | 0,0801 . 
qx 2 22 os ie, 
=* | 0,06158 | 0,0616 
0 0,16344 | 0,1635 
qy q | «10,1526 | 0.1522 
+ 0,11265 | 0.1126 


Genaue 


Werte 


0,04204 


Naherungs- 


Werte 
- 0,0422 


0,03810 


0.0379 — 


[el elale 


0,02525 


0,0254 


Faktor 


4 | 0,01736 | 0,0174 
“2 0,03168 --0,0318 
© = |=0,00521 -}-.,0,0052. |. 
2A ie 


j 22" 9,00786 | 0,0079 
& | 0 |-0,02467 | 0,0247 
¥ > | 2 | 0.01699 | 0,0173 
eee a 1 ee 
Be i | | 0509764" || 0,0976 
2 hos OE ace | 
94: | = | 24 | 017706 | 0,170 

2 | 0,20179  0,2017 


te . 


S| 
2 


0.09358 | 


0,0936 — 


os | 


0,08389 


0,0839 


0.05374. 


0,0537 


0,01653 


0,0165 


0,02522 


0,0252 


oF. 1 


PN Sa ee Se Oe eT net 
| t Al = 


CC Be. eee ge 


0.19663 


0.1966 


0,17597 | 


0,1760 


wleloale 


0,11215 


0,1122 


020179 Ca 


O20288 Ca 


020288 Ca 
O20179 Ca 
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| 
Genaue Faktor 


Werte 
0,02574 


0,024.82 
morons a Pa 
0.01956 


0,00540 


0,01574 


— 0,01429 | pa 


i=) 


0,00648 


— 0,07347 
— 0,06646 
anlage tS 

— 0,04366 


——- 


—  0,01914 


me BYE) 


0,05170 


bo] a 


0,17099 


0,18329 


0.50337 
0,47816 


ee 
0,374.94, 


— 0,33778 


— 0,03534. 
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Symmetrische Beanspruchung der Walze durch radial wirkende 
Einzelkrafte. 


Von K. Eisenmann in Braunschweig. 


1. Einleitung. Im Stah!beton werden gewéhnlich senkrecht zu den statischen Zug oder 
Druck aufnehmenden Stahleinlagen sogenannte Verteilungseisen angeordnet, die eine gleich- 
maSige Verteilung der Spannkrafte auf die statischen Eisen und den umgebenden Beton be- 
wirken sollen. 

Auch bei umschniirten Betonsaéulen werden Langseisen — gewéhnlich acht — am Rande der 
Kernflache der Saulen vorgeschrieben, einmal um den Druck in der Saéule mit zu itibernehmen, 
und ferner, um eine gleichmaBigere Verteilung der durch die umschniirende Spirale ausgeiibten 
Druckkraft in der Kernflache zu sichern. Trotzdem in den Bestimmungen fiir Ausfiihrung von 
Bauwerken in Stahlbeton DIN 1045 S. 20 fiir den Querschnitt der Langshewehrungen be- 
stimmte Vorschriften bestehen, ist bisher die verteilende Wirkung dieser Langseisen noch nicht 
untersucht worden. 

Die Wirkung dieser Langseisen kann durch ebensoviele radial auf die Oberflache einer Walze 
wirkende symmetrisch angeordnete Einzelkrafte gleicher GroBe ersetzt und die sich ergebende 
Spannung berechnet werden, so daB eine theoretisch genau begrenzte Aufgabe zu lésen ist, deren 
Ergebnis ersichtlich auch allgemein fiir nicht zum Stahlbeton gehérige Aufgaben zu benutzen 
ist. E. Kohl hat das Problem der Beanspruchung einer Scheibe durch radia! wirkende Krafte 
alleemein durch Einfiihrung Fourierscher Reihen gelést'; es wird im folgenden gezeigt, dak 
bei symmetrischer Anordnung der Einzelkrafte die Spannungen durch geschlossene einfache 
Formeln dargestellt werden kénnen, wenn das Gesetz der Superposition angewendet wird. 


2. Die mechanischen Grundlagen. Wird eine Walze vom Halbmesser R und der Lange l 
durch radial wirkende symmetrisch angeordnete Einzelkrafte P gleicher GriéBe beansprucht, 
so kann man auf das von H. Hertz geliste Problem zuriickgreifen, wonach die Walze durch 
zwei solcher Krafte gedriickt wird’. 

Fiir diesen Fall hat Hertz die Airysche Spannungsfunktion aufgestellt (Abb. 1) 

: “i : 

G=e(rR- 
aus deren Ableitungen die Radialspannungen o,, die Tangentialspannungen o, und die Schub- 
spannungen Tt errechnet werden koénnen. Fiihrt man zweckmabig die Zylinderkoordinaten 
r,a, x ein (Abb. 1 und 2), wo r den vom Mittelpunkt des Kreisquerschnitts nach dem Aufpunkt 
gezogenen Fahrstrahl, a den vom Fahrstrahl mit der y-Achse gebildeten beliebigen Winkel 
und x die parallel zur Zylinderachse gemessene Ordinate bedeuten, so erhalt man 


—T,Q, sind, — TF), sin dy) 5 


2 Rr sina Ie 
ae ee) : nee it ¢ = 1 
— = na arct mit ¢ = 
G e[r r sing arctg —p,— = (1) 
wegen r, sind, = r2sind, = rsing 
2 Rsin ay 2 R(r, sin ay) «2 Rr sina 

Os Sn aL Tas Se a ar eee LE Ee etn 

und tg (a, + A) 2 Reos dg—T 2 R(r, cos ay) — 1,” Rr 


Man gewinnt dann aus (1) 


i 0°G 1 OG : 
pee ee ee (2) 
TOKO TOT 
©Fs026 
‘ Gn ae (3) 
or 
02G/r 4 
tr = ace : ( ) 


Zuniichst ist fiir die Praxis darauf hinzuweisen, da in den Angriffspunkten der Kinzelkrafte 1 
nicht der theoretische Wert o, sondern der Spannungswert einer Streckenlast von der kleinen 
Breite RAa zu setzen ist, so daB p= P/RAa wird. 


1 FE. Kohl, Ing.-Arch. 1 (1930) 5S, 211. Ruta e. 
2 H, Hertz, Z. Math. Phys. 28 (1883); L. Féppl, Drang und Zwang, Bd. 1, § 53, S. 318. 
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Fiir zwei Einzelkrafte findet man aus der Beziehung (2) die Radialspannung 


PEFR LIENS 2 
Pad IP et =A u+ Hhs Je? +2(1 wu) cos 2a ep ar aed r 
a Rl (1 + wv — 2u cos2 a)? 


Fiithrt man zur Abkirzung ein 
A=1~ 4u+4u? =u, B=2(1—u)?, 
GS uy b= 2, YN=—a-20 cosa, 
A-+. B cos2a Z [2 


so wird Or = —p's mit S = i = N2 2 P =a ARI iy 


R- 
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Eine sehr wichtige Eigenschaft der dieser Formel zugrunde liegenden linearen Differential- 
gleichung ist, dai sie die Uberlagerung der Einzelwirkungen erlaubt. Bringt man daher 4, 6, 8, 


béngseisen 


Abb. 1. Abb. 2. 


10 usw. dem Betrage nach gleich grofBe Krafte P in kreissymmetrischer Verteilung an (Abb. 2), 
so ist ersichtlich, dafS man unter Beriicksichtigung des Teilungswinkels w alle Einzelspannungen 
von je zwei gegeneinander wirkenden Kraften P zur Gesamtspannung addieren kann, die sich 


aus dem Wirken aller Kriite P ergibt. 


Ist die Anzah! der an der Walze wirkenden Krafte P zunachst eine gerade Zahl, und be- 
zeichnet man die um den Phasenwinkel gleich dem doppelten Teilungswinkel ~=2 y verschobenen 


cos-Funktionen mit f, nimlich 


fi=cos 2a, fp=cos (2a— 9), fz=cos (2a—2¢), . . . fa=cos [2a— (n—1)q] 


und die entsprechenden Ausdriicke von S mit 


T, sm s ae fi 2 Liges si: B hy oH AY, Aes = 4 zs B he ° 
My : Ny NE 
wobei Ni =e Dif. No =a) fa, 20s Nees. fas 


so erhalt man nach dem Uberlagerungsgesetz fiir die gesamte Radialspannung der 2n-Krafte P 


O2n= p (T,+T,4 are tT) 


Bezeichnet man den mittleren Druck mit pj,=nP/(a RL), der als Druck aufgefaBt werden 
kann, der herrschen wiirde, wenn die 2n-Einzelkrafte P als Streckenlast gleichmafig auf der 


Oberflache der Walze verteilt waren, und setzt man, was stets zulassig ist, 62, —p', So, so er- 
halt man fiir eine gerade Zah! von 2n-Kraften P als Uberlagerungsgesetz 
1 A sh emt aah 
eee s igre ae eee i 
Bon mie (Ty ade, pn) rts tei ar 
mit den Summen 
1 1 l 1 Peateg : 
bo Se meee MT SAAT SI py pal mala ager cAegieeL Rw Sn 
— N Ne Ne Ne Ne Ne cine Te 
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Im folgenden wird bewiesen, daB, wenn 2n-Krafte P die Walze in kreissymmetrischer An- 
ordnung beanspruchen, wobei 2n=2, 3, 4,5, 6,7 usw., also jede gerade oder ungerade ganze 
Zah! sein kann, die Radialspannung durch die allgemeine Gleichung gegeben ist 


Se in Ban CORAM LR 
eo N? it Pn = ORL (10) 
Hierin bedeuten : 
Ayn, =1—4nu2"-!4 4nu2"— U4, (11) 
5 TD ae [ne (n+l)u+nu?”—(n—1) Wv™4 1] t (12) 
Qn = tk Sie nee, Pat Hes (13) 
Non =A2n — bo, cos 2na=1+4+ u2"—2u" cos 2na. (14) 


Demnach lautet die allgemeine Gleichung zur Berechnung der Radialspannungen bei Be- 
anspruchung der Walze durch 2n-Kinzelkrafte P in kreissymmetrischer Beanspruchung. 


iS Pel Ana +4n wu?” _ yt + 2 ae ee (n+ l)u+n plat Bee (ne veal cos2na 
O2n x RI x ite (Let eahe gs BP Gaon \e oe an gn en ~(15) 
+u'"— 2u"cos2na) 
Ist im Hertzschen Fall n=1, beanspruchen also nur zwei Krafte die Walze, so erhalt man wieder 
die Ausgangsgleichung (5) zur Berechnung von oop. 

Wiahrend das Gesetz der Uberlagerung der Wirkungen ohne weiteres angewendet werden 
darf, wenn stets je zwei die Walze beanspruchende Hinzelkrafte P diametral gegeneinander 
wirken, fiir welchen Fall 2n eine gerade Zah] Krafte bedeutet, erscheint es zunachst zweifelhaft, 
ob das Gesetz der Uberlagerung auch bei ungerader Zahl 2n anWendbar bleibt, da sich dann 
zwei Einzelkrafte P nicht mehr gegeniberstehen, so dafs der Ausgangspunkt der Hertzschen 
Untersuchung von nur zwei Einzelkraften nicht mehr gegeben ist. 

Im folgenden soll daher gezeigt werden, da® die allgemeine Formel (15) auch fiir eine ungerade 
Zahl Krafte 2n=3,5,7,... gelten mu, wenn sie voraussetzungsgema®B fiir eine gerade Zahl 
Krafte 2n=2, 4, 6,... Giltigkeit hat. 

Ist namlich 2n eine ungerade Zahl, so denke man sich die Spannung von 4n-Kraften durch 
die Ubereinanderlagerung zweier Kraftegruppen von je 2n in einem'regelmabigen 2n-Eck an- 
geordneten Kraften entstanden, von denen die eine Kraftegruppe um den halben Teilungs- 
winkel 360/4n des 2n-Ecks gegen die andere gedreht ist. so daB die beiden tibercinandergelagerten 
2n-Ecke das 4n-Eck bilden. 

Bezeichnen o2, und o,, die durch die beiden Kraftegruppen von je 2n-Kraften erzeugten 
und 04, die durch alle 4n-Krafte hervorgerufenen Radialspannungen, so wird mit (10) 

Agn + By, cos4na De Sue (16) 


(Q4n — byn Cos 4n a)? ag 


O2n f O2n = O04, == Pan 


Fiir die rechte, durch 4n gekennzeichnete Seite der Gleichung gelten voraussetzungsgemaB (10) 


bis (15); fiir die linke, durch 2n gekennzeichnete Seite setzen wit Oyn= —Psn Sgn, Gyn= — Pan Son, 
so da® die allgemeine Uberlagerungsgleichung fiir gerade und ungerade Anzahl Krifte P 
, 1 ran f 
Sin + Son ee abe ae ol Net! beats G -+T 5) (17) 
wird, 


Hierin ist die GréBe S,, zu ermitteln. Zunaichst kann ausgesagt werden, dal} Spelt iils beste 
der Form nach sich nicht unterscheiden, insofern in dem Ausdruck fiir S;, nur statt des Winkels a 
der Winkel a’ =a—360/4n zu setzen ist, da die zweite Kraftegruppe gegen die erste um den 
Winke! 360/4n gedreht ist; man erhalt dann 

. cos 2na’ =cos (2na—180)= — cos 2na, (18) 


worin man S,, als den konjugierten Wert von S», bezeichnen kann. 
Unterstellen wir jetzt den im folgenden mathematischen Teil bewiesenen Ansatz, da der 
Ausdruck oo, in derselben Form darstellbar sei wie bei einer geraden Anzahl! Kraften, so wird 


nach (17) 


Ayn + Bon cos 2 no, 
(@on— bon cos 2n a)? 


(don -+ bon cos 2n ay. (@4n —'byn cos 4nu)? 


Aon — By, cos 2na 2 Ag, + By, cos4nu (19) 


Beriicksichtigt man, daB hierin der Winkel a ganzlich willkirlich ist, so lassen sich aus Zahler 
und Nenner von (19) je zwei gesonderte Gleichungen gewinnen, aus denen sich Ay,, Bo,, don, 
bo, berechnen lassen. Die so berechneten Werte stimmen mit denen von (11) bis (14) itiberein, 
die nach dem Uberlagerungsgesetz fiir cine gerade Anzahl 2n-Krafte P abgeleitet wurden. 


ein te Cot WeL mAh tua nes IS Tye ha A hi iy Macaca sod 
, AS mete STR UNOS Ria nae BTL hw Rare 


) 
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Hiermit ist gezeigt, daB (15) fiir eine ungerade Zah] 2n-Krafte P gilt, wenn sie fiir eine gerade 


Zahl 2n giiltig ist; z. B. erhalt man fiir drei symmetrische Krafte P die Radialspannung 
3P l= ow + Ou? uF Vu (3 —5u+ 3u>—u') cos3na (20) 
2a Rl (1 + u3— 2u Vu cos 3a)? , 

Aus (15) ersieht man, da® fiir alle Beanspruchungen der Walze durch 2n-Krafte P, abgesehen 
von 2n=2, die Radialspannungen der Walze in Nahe der Achse, also fir kleine u, sich den Werten 
—2n P/(2 Rl) nihern und in der Achse mit diesen iibereinstimmen, die den Werten entsprechen, 
die bei gleichmaig verteilter Streckenlast p’ wirken wiirden; wahrend fiir 2n=2 die Radial- 
spannung den Wert (— P/7 Rl) (1+2 cos 2a) erhalt. Fir die Tangentialspannungen ergibt bei 
Ausfithrung von (3) in analoger Weise 
. ne Lane an ut oe A i a eee a ae ee (21) 

t= = 2 bg 


aRI Gita toy cos 2na) 


03 = 


3. Verteilung der Radialspannungen bei achtfacher Kraftegruppe. Eine mit 8 Langseisen 
bewehrte umschniirte Sdule wird einmal durch die Umschniirung selber, dann aber auch durch 
die 8 Langseisen seitlich gedriickt, wenn sie in der Langsrichtung belastet ist. Die vollstandige 
Druckverteilung im Innern der Saule setzt sich daher aus verschiedenen Komponenten zu- 
sammen. Die Lésung fiir die Umschniirung ist von L. Féppl! gezeigt. Die Druckverteilung 
infolge des Druckes durch die 8 Langseisen kann genau genug durch die Wirkung von 8 kreis- 
symmetrisch angeordneten Einzelkraften P bestimmt und berechnet werden, die die Saule 
radial beanspruchen. 

Wir wenden daher (15) mit n=4 auf 8 Einzelkrafte P an, wo P die von einem Langseisen 
auf den Beton ausgeiitbte Druckkraft bedeutet, und erhalten die Radialspannung 
—4P 1—16u’+ 16u% —u + 2u?(4—5u+ 4u8 — 3u°)cos8 a 
WRT UL al eR uy eo Area Cay eee i 


os= (22) 
Hierin ist 


A, =1—1l6u’ + 16u?— uu, B,=2u? (4—5u + 4u®— 3u°), ag=1 + v5, bg= 2u*. 


Fir das Achteck betragt der Teilungswinkel 45°; an 
den Stellen der Walze, wo die Langseisen liegen, 
wird a=0°, 45°, 90° usw. Aus Symmetriegriinden 
braucht man den Verlauf der Spannungen nur 
zwischen 0° und 45° verfolgen, um sich ein Bild 
von der vollstandigen Druckverteilung zu machen. 


Walzenmante/ 


Um die Werte von o, leicht aufstellen zu kén- 
nen, sind in der Tabelle 1 die Werte von A,, By, 
ag, 6, abhangig von u=(r/R)? von u=0 bis u=1 in 
Abstanden von 0,1 errechnet. 


Tabelle 1 


fiir die Berechnung der Werte von Ax, Bg, ag, bg. 


u | r/R A, 1555 dg | b, 


0.0 0,000  1,0000  0,0000  1,0000 0.0000 
0,1 0,316 | 1,0000 .0,0070 | 1,0000 | 0,0002 
0,2 0,447 0,9948 | 0,0480  1,0000  0,0032 
0,3 | 0,548 | 0,9975 | 0,1351 | 1,0001 | 0,0162 
0.4 | 0,632 | 0,9842 | 0,2562 1,0007 0,0512 
0,5 | 0,707 | 0,9375 | 0,3774 | 1,0039 | 0,1250 
0,6 | 0,775 | 0,8206 | 0,4480 | 1,0168 | 0,2592 
0.7 | 0,837 | 0,6014 | 0,4181 | 1,0576 | 0,4802 
0,8 0,894 | 0,3008 0.2749 1,1678 0,8192 
rfp 0,9 | 0,949 | 0,0495 | 0,0869 | 1.4304 | 1,3122 
GI 02 03 G4 OS 06 G7 08 O49 40 1,0 | 1,000 |. 0,0000 | 0,0000 | 2.0000 — 2,0000 
Abb, 3. 


i. Féppl, a. a, O. Bd. 2,8. 141 bis 168: 


aa 
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In Abb. 3 ist nach (22) eine Kurvenschar mit dem Winkel a als variablen Parameter gezeigt 
welche die Abhangigkeit der Radialspannung Sg=0;/p’ von der Entfernung r/R= /u darstelit- 
Wie zu ersehen, wird die Saule von der Achse bis nahe an der Oberflache von Druckspan. 
nungen beansprucht, die von r/R=0 bis r/R=1/3 nur um Bruchteile eines Hundertstels und bis 
r/R=1/2 um weniger als 10% vom mittleren Druck p’ abweichen. 
An den Stellen der Langseisen bzw. Druckkrifte P, also fir a=0° und a=45°, wachsen die 
Druckspannungen vom halben Halbmesser bis zur Oberfliche sehr stark an, wo sie theoretisch 


22,5°) 


Symmetrieachse (e 


PSO © 


Langse/sen> 


Abb. 4. 


den Wert © erreichen wiirden. In der Mitte zwischen zwei Kraften P, also fiir a=22,5°, erhalt 
man die kleinsten Druckspannungen, die nahe der Oberflache fiir r/R=0,9075 den Wert Null 
erreichen und dariiber hinaus in Zugspannungen iibergehen, die selber bei weiterer Annaherung 
an die Oberflache einen Héchstwert erreichen und schlieBlich an der Oberflache entsprechend 
den Grenzbedingungen tangential in den Wert Null itbergehen. 

Der absolut gréBte Wert der Zugspannungen tritt in der Mitte zwischen zwei Kraften P 
fiir a=22,5° auf, hat aber nur einen sehr kleinen Betrag; er liegt bei r/ R=0,9381 und ergibt sich zu 

Sinax = — 27" = — 0,01455. (23) 

Allgemein findet man die Héchstwerte der Spannungen, wenn man die Ableitung der Span- 
nungen bzw. von S, nach u gleich Null setzt, wobei man (22) benutzen kann. Man erkennt sofort. 
da® diese Bedingung fiir u=0 und u=1 erfiillt wird, so daB, wenn man von den Werten o unter 
den Einzelkraften P an der Oberflache absieht, simtliche Kurven der Radialspannungen sich 
tangential dem mittleren Druck p’ in der Saulenachse und dem Werte Null an der Oberflache nahern. 

In der Nahe der Langseisen von a= —11,25° bis a= +11,25° zeigen die Druckspannungen 
ausgepragte Héchstwerte, deren absolute Betrage mit der Annaherung an die Einzelkraft P 
anwachsen, bis sie unter den Kraften P an der Oberflaiche fiir a=0° baw. 45° theoretisch den 
Wert ~ annehmen. Die Zugspannungen treten in der Saule im mittleren Bereich zwischen zwei 
Langseisen bei etwa a=10,7° bis 34,3° auf. 

In Abb. 4 sind die Spannungen S,=—o8/p' als Funktionen des Winkels a aufgetragen. 
wobei jetzt r/R als variabler Parameter auftritt. ¢ 
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Fir die Kurven mit den Parametern r/R=0 bis 0,333 sind die Schwankungen um die zur 
Abszissenachse parallele Achse Sg=1 so klein, daB in der Zeichnung die Kurven mit der Achse 
selber zusammenfallen, demnach fiir simtliche Punkte sich nur unerheblich vom Werte | ent- 
fernen. Fiir r/R=0,548 sind die Schwankangen noch nicht sehr bedeutend; erst bei weiterer 
Erhdhung von r/R steigt die gréBte Druckspannung betrachtlich, wahrend ebenso die kleinste 
absinkt. Fiir r/R=0,9075 sinkt die kleinste Druckspannung gerade bis Null an der Stelle, wo 
sie bei a=45° die Abszissenachse gerade beriihrt. 

Simtliche Druckkleinstwerte und dann folgende Zughéchstwerte liegen bei a=22,5°, was 
aus der Differentiation von S, nach a aus (10) folgt; es wird dann sin 2na=0, woraus a=180/8 


—22,5° folet. 


4, Allgemeiner mathematischer Beweis. Wegen Raummangels kann der folgende Beweis nur 
in verkiirzter'Form wiedergegeben werden. Der allgemeine mathematische Beweis der Gleichung 
(15) greift auf die Formeln (9) und (17) zuriick, die aus den mechanischen Grundlagen, namlich 
der Airyschen Spannungsfunktion und dem Gesetz der Uberlagerung gewonnen sind, wobei (9) 
fiir gerade und (17) fiir uagerade Anzah! 2n-Krafte P gelten. 


Bevor (9) und (17) weiter entwickelt werden kénnen, soll ein allgemeiner mathematischer 
Satz abgeleitet werden, der sich fiir die folgenden GréBen fergibt; nur soll hier statt des doppelten 
Winkels 2 a@ der einfache Winkel a eingefiihrt werden, was an dem Ergebnis nichts andert, soweit 
der Phasenwinkel nicht geaindert wird; wir setzen 


fir=cos a, fo=cos (a —360/n), f;=cos (a—2 - 360/n) ... fa=cos [a—(n—1)360/n]. (24) 


Das Produkt dieser GréBen ist dann 


cosnad 


LD ERED BS EN A ei Po sa? Wenn n= eine ungerade Zahl ist, (25) 

: 1 — cosna ; : . 

Ube es ea wenn n= 4a eine gerade, durch 4 teilbare Zahl ist, (26) 
—1]1—cosna : : ns . 

T= - : wenn n= 2y eine gerade Zahlist, deren Halfte ungerade ist. (27) 


gn — 1 


Der Beweis dieses Satzes wird dadurch gefiihrt, dafs man einerseits das Produkt der n-Fak- 
toren f, andererseits die rechten Seiten von (25) bis (27) in eine Reihe nach steigenden Potenzen 
von f,=cos a nach Moivre entwickelt; die gemeinsame Reihe lautet dann 


Ue fie Va bite eva fee se te 28) 
Wir nehmen jetzt zwei zunachst willkirliche Gré®Ben a und 6b an und bilden die Ausdriicke 
Nib fi. Nea bof kN eee 
Das Produkt dieser GréBen lat sich dann nach der folgenden Reihe entwickeln: 
Va=N, Ng ..': Naa" = Cra") b+4+°C, a? — 7b? = 4 |. 4 Cb. ; (29) 


Hier bedeuten die Koeffizienten C, die Summe der Kombinationen der n-Gréfen f zur a-ten 
Klasse. 


_ Da aund 6 vollkommen willkiirlich sind, kénnen wir jetzt a=f, und b=1 setzen; dann muf 
das Produkt von (29) V, wegen N,=0 verschwinden, so daB 


0=fi—Gyft >” +C,fi* ~ C3 fi * + Sele erin Ome (30) 
Der letzte Summand ist hier das durch (25) bis (28) dargestellte Produkt C,=I/,, so dab (28) 


und (30) itbereinstimmen und wegen der Kindeutigkeit dec Potenzentwicklung identisch sind. 


Es folgt hieraus durch Vergleich 


A 


Gy Cy Cpe ess) == 0 ‘ (31) 
Die Summe der Kombinationen der n-Elemente f zu einer ungeraden Klasse verschwindet. 
abgesehen von dem Produkt C,. 


Die Summe der Kombinationen der n-Elemente f zu einer geraden Klasse ist unabhangig 


von dem willkiirlichen Winkel a, mit Ausnahme des Produktes C,=//n, fiir welches (25) bis (27) 
& 


——— 


4 
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gelten; fiir die Berechnung der Summen der Kombinationen der n-Elemente f zur 2a-ten Klasse 
erhalt man die allgemeine Beziehung 


re eng DO oe (ESL eet mst 
Coq { 1) V2a aa 4 Al . ) (32) 
‘ ; ‘ a és | 
mit Y= Avy = nN, Va= 16 Nii is: wee ; yi, = 64 pee nm te es . 5) 


Nach den vorstehenden Satzen laBt sich die nach Potenzen von a entwickelte rechte Seite 
~ von (29 in zwei Summanden trennen, von denen der erste F° unabhangig von dem willkiirlichen 
Winkel a ist, wahrend der zweite H cos na von a abhangt; es wird 


V,=F —H cos na. (33) 
Hierin wird mit Beriicksichtigung von (25) bis (27) 
5” 
Pia, ‘ (34) 
und der von q@ unabhangige Teil F je nach der Natur von n 
P=a"—y, a"~*b? + y,a"-4b4— 4+... + y,_,@ b"-! fiir ungerade n =, | 
n-2 ‘ 35 
Bia" yp a2 b2 3 oy a Sb 8 ee) Hes shh yg) ey | i 


Wir setzen jetzt a=1+u*", b=2u, wo u eine beliebige Zahl bedeutet; dann ergibt sich fiir 


alle durch (35) gezeigten Falle 


Ba tts (36) 

i SOR (37) 

Va= 1+ u2"— 2u" cosna. (38) 

Der Beweis ist nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten gefiihrt. Nach (35) wird 
F=1+ Kyv+ Ky? Kyve +. emit =? = (#) - (39) 


Es laBt sich zeigen, daf fiir alle drei Falle die Koeffizienten K verschwinden, so da sich (36) 

ergibt. H erhalt man unmittelbar aus (34). 

_ Mit Beriicksichtigung von (33) bis (38) kann die GréBe der Radialspannung nach (15) aus dem 

Uberlagerungsgesetz nach (9) durch Berechnung der Groen S (1/N?) und '(f/N2) abgeleitet werden. 
Sind in (33) bis (35) @ und 6 willkiirlich, so findet man mit V,=V 


1 aV 
LH ae: 


Aus dieser Gleichung erhalt man weiter durch partielle Differentiation nach a bzw b, und wenn 
zur Abkirzung 


naar eee Sieh ae Ai is DORE , 0H 
ee he eT AO ag ab tora ae 
gesetzt wird, 
I aed Y aV\2 aeV ai, % 
2 = = —— = Se se LN H 40 
V? ae —-GclP |= (4—) -V 2 = (Fe)? F Fal’ +H Fa" cos na, (40) 


| ens) 1 aV 0eV av Cosa Nee iS / / iv 1 Se ar 4] 
V2) easly ac l— tant oF Fab" —Fa' Fb! + (H’ Fa’ —H Fab") cos na. (41) 


Hierin lassen sich nun die GréBen Fa’, Fb’, Fab’, Fa’’, H’ aus (35) ableiten tind zu geschlossenen 
Ausdriicken umformen; man erhalt 


pr 
H’ =n grt Soe So (42) 
, l—vn 
avs H (43) 
l—v 
. — yn-1 
uh b =n—Fy = —nv ee ; (44) 
aU, 
w Fas = oy [(n—2) 0 meen om (a2) mt], (45) 
Ri = ea [(@—1) = (n 41) v+ (w+ 1) 8 —(n—1) 01]. (46) 


i 
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Es ist jetzt moglich, die GréBen Y(1/N2) und 2(f/N?) zu errechnen. Mit M=(F.’)?—F Fa’’ 
und L=F Fy/’—F.F,’ erhalt man 


“aia - v=1+v—4ne"+ 4n0%tt— 9 — y2tt, (47) 
: (1—v)§= 2y—2nv? + Qnyrt2— 2 y271 (48) 
qT 


Setzt man schlieBlich die vorstehenden Ausdriicke in das Uberlagerungsgesetz (9) ein, so er- 
halt man nach einigen Umrechnungen 


Vi Nat ets i fa BM ore 2 marge 
ote Dra y= eae —o +|--(4 F,’ —B Fa’) + BH ae) 


nm nm 


LAr a a ery, [n (n+ lu+nu™—(n eth] cosa | 


oe —_— ————- os —— — a a 5 


(1 + u2” — 2u" cosna)* 


also (15). 

a ey noch einmal darauf hingewiesen, daB in der mathematischen Betrachtung der ein- 
fache Winkel a als Argument des cos angesetzt ist, wahrend im mechanischen Problem der 
Walzenberechnung der doppelte Winkel 2a erscheint. Setzt man von vornherein bei Bildung 
der GréBen f wie beim mechanischen Problem den doppelten Winkel 2a an, ohne die Phasen 
der Kreiswinkel g=360/n zu andern, so erhalt man in (25) bis (27) und damit auch in den fol- 
genden Gleichungen cos 2na ohne sonstige Anderungen. Denn bedeutet 2n eine gerade oder 


ungerade Zahl, so ist wegen f=cos 2(a—360/2n) =cos (2a— 360/n) die Phase p= 360/n, also die- 


. selbe wie bei einfachem Winkel. 


Fir die Tangentialspannungen ergibt sich nach (3) dasselbe Bildungsgesetz (10) der Radial- 


spannungen, nur daf} statt der Konstanten A,, und B,, die Konstanten 


Con, = —1—4n 0-14 4nu2+ u, Don=2u"-? [n— (n—1) ut nu —(n4+1)u*"t1] 


zu setzen sind; man erhalt dann (21) fiir die Tangentialspannungen. 


Fir die Berechnung der Schubspannungen erhalt man wey (4) durch Uberlagerung 


Die Summengrée erhalt man aus der Beziehung 


SONS ad Eo. 10) E 0oVq a Heat) 1 
N2 2bdalV da 2b. cca SONG 


i 
Durch partielle Differentiation kommt nach Einsetzen in (50) 


Phy ie Be (1— u) (1—u*") sin2 nu ; ae 
Ton > Fa RI 2? Rca aE (52) 
a (Tyr teins cos 2na) 


5. Zusammenfassung. Im vorstehenden wurde die Berechnung der Spannungen in einer 
Walze, die durch eine beliebige Anzahl kreissymmetrisch angeordneter Einzelkrafte gleicher 
GréfBe radial gedriickt wird, durchgefiihrt. Fiir die Spannungen ergaben sich die geschlossenen 
Ausdriicke 


1 Asn + Bo cos 27 a 1 Con + Don cos 2 na P E sin2na 
Or=p Ay AN ORT Mal aap : el Pp 
Ayn—bo, cos 2n a) (gn on COS 2 na) 


(@gn— bg, cos 2n a)? 


(Kingegangen am 12. Oktober 1946.) 
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Die Diampfung bei Wechselbeanspruchungen 
von vorbelasteten Drehstaben'. 


Von O. Foppl in Braunschweig. 


1. Vorbemerkung*. Es gibt viele Falle im Maschinenbau, in denen der Werkstoff einerseits 
durch eine Vorbeanspruchung und andererseits durch eine iibergelagerte Schwingungsbeanspru- 
chung beansprucht ist. Das trifft z. B. fiir Drehstabfedern zu, die im Kraftwagenbau vielfach 
verwendet werden, und die einerseits das Gewicht des Aufbaues auf das Fabrgestell zu iiber- 
tragen haben und andererseits zusitzliche StéSe beim Uberfahren von Schlaglichcrn usw. 
aufnehmen. Die Spannung an der héchst beanspruchten Stelle setzt sich in diesem Fall aus 
zwei Teilen zusammen, namlich der statischen Vorbeanspruchung 1, und der iibergelagerten 
Wechselbeanspruchung + Tp. ‘ 

Es ist wichtig fiir die Qualifikation des zur Herstellung der Verdrehungsfeder verwendeten 
Federstahls, welche Dampfung mit dem Spannungswechsel innerhalb der Grenzen 1, — T, und 
T +T,. verbunden ist. Die Dampfung rihrt von der plastischen Verformung her. Wenn aber 
plastische Verformungen bei Wechselbeanspruchungen auftreten, dann besteht die Gefahr, daB 
sich die plastis¢hen Anteile teilweise addieren, wenn eine Vorlast die Richtung angibt, nach 
der die Summierung stattfinden kann. Im allgemeinen setzt sich deshalb eine Drehstabfeder 
um so rascher, je gréBer die Dampfung des zur Herstellung der Feder verwendeten Stahls ist. 
Die Frage, bei welcher Spannung sich ein Werkstoff setzt, und insbesondere bei welcher Vor- 
spannung T, schon verhaltnismafig kleine tibergelagerte Wechselbeanspruchungen + T, eine mit 
der Zeit fortschreitende Zunahme des iibergelagerten Verdrehungswinkels g, hervorrufen, ist fiir 
Federn fast ebenso wichtig wie die Frage nach der Dauerhaltbarkeit des Werkstoffes. Uberdies 
ist die Dampfung wichtig fiir die Aufschaukelung der Schwingungsausschlage, die bei im Takt 
der Eigenschwingungszahl auftretenden StéBen hervorgerufen werden kénnen. Je starker die 
Werkstoffdampfung ist, desto weniger schaukeln sich Schwingungen auf, desto geringer ist die 
eréBte Beanspruchung in der Feder. Von dieser Seite her gesehen ist deshalb die Dampfung 
gerade bei Federn niitzlich. Dampfung und Beanspruchung sind eng miteinander verknipft. 


2. Die verhaltnismafige Dampfung bei reiner Schwingungsbeanspruchung. In theoretischen 
Betrachtungen ist friiher gewohnlich fiir wechselnde Schwingungsbeanspruchungen innerhalb 
der Grenzen +7, und —t, der Ansatz gemacht worden, daB® die bei der Schwingung auftretende 
Dampfungskraft verhaltnisgleich mit der Geschwindigkeit anwachsen wiirde. Nach diesem An- 
satz tritt die gréBte Dampfung wahrend einer Schwingung beim Durchlaufen der Mittellage auf, 
da in der Mittellage die Verformungsgeschwindigkeit am gréBten ist. Die Dampfung, die bei 
kleinem Wert +t, und groBem Wert 7, auftritt, miBte deshalb im Verhaltnis zu den Dampfungs- 
betragen, die in der Mitte der Hysteresisschleife auftreten, klein sein. 

Durch Versuchsergebnisse ist aber entgegen dem theoretischen Ansatz bewiesen worden, 
daB die Dampfung in Wirklichkeit nicht (oder nur sehr wenig) von der Formanderungsgeschwin- 
digkeit abhangig ist. Man erhalt etwa gleiche Dampfung, wenn man den Spannungswechsel 
bei Drehstabfedern aus Stahl innerhalb gleicher Grenzen -LT) mit vers chiedenen Wechsel- 
zablen, d. h. mit verschiedenen Verformungsgeschwindigkeiten durchfithrt. Es folgt daraus, dab 
die Verformungsgeschwindigkeit keinen Einflu8 auf die Diampfung hat. Die GréBe der Damp- 
fung hingt vielmehr bei Schwingungsbeanspruchungen innerhalb der Grenzen +7, allein vom 
SpannungsgréBtwert Tt) ab. ; 

Wir nehmen an, daf die Versuche an Stiben aus gleichem Werkstoff innerhalb verschiedener 
Belastungsgrenzen +1, durchgefiihrt werden. Dabei ist t) der SpannungsgréBtwert, der wahrend 
eines Spannungswechsels erreicht wird. Die Spannung soll sich sinusférmig mit der Frequenz a 
andern, so daB zur Zeit t die Spannung T=7, sin at ist. Man kann die verhaltnismabige Damp- 


1 Vorgetragen auf der Ostertagung 1947 der Gesellschaft fiir angewandte Mathematik und Mechanik in’ 


Karlsruhe durch Herrn W. Oppelt. ; ; 

2 Die nachfolgenden Ausfiihrungen stiitzen sich auf Versuchsergebnisse, die mein friiherer Mitarbeiter, 
Herr G. Kougias, Griechenland, auf einer von ihm im Wohler-Institut ausgebildeten Verdrehungsmaschine 
erhalten hat. 
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fung fiir verschiedene Spannungshéchstwerte t) bestimmen und die Abhangigkeit zwischen wy 


und Tt, darstellen durch y=f(t)). Der Wert y ist der Inhalt der Hysteresisschleife H, die bei | 


einem vollen Lastwechsel im Spannungs-Dehnungsdiagramm durchlaufen wird, geteilt durch 
die Formanderungsarbeit F, die in der auBersten Schwingungslage im Werkstoffelement auf- 
gespeichert ist (Abb. 1). Die Formanderungsarbeit F' wachst verhdltnisgleich mit 7) an. In den 
Fallen, in denen auch die Hysteresisflache H verhaltnisgleich mit 7; anwachst, ist py ein kon- 
stanter Wert. 

Bei metallenen Werkstoffen wachst der Inhalt H der Hysteresisschleife im allgemeinen starker 
an als verhaltnisgleich mit 72, d.h. der Wert y wachst selbst mit T) an. Es gibt aber Werkstoffe 
: (z.B. Gummi, Graugu8, Holz usw.), bei denen y inner- 
halb gewisser Spannungsgrenzen ein angendhert kon- 
stanter Wert ist. Wir nehmen im nachfolgenden zunachst 
zwecks Vereinfachung der Aufgabe an, wy sei auch fiir 
Stahl, auf den sich die Ausfiihrungen beziehen, konstant 
(=c), H wachse also verhaltnisgleich mit 17) an. Wir 
nehmen weiter an, daB der Wert y=c fir Spannungs- 
wechsel zwischen +7) = + (T,+T.2) fir die zu unter- 
suchende Stahlsorte bekannt sei, und fragen, wie groB die 
iy verhaltnismaBige Dampfung y bei einer Wechselbean- 

Abb. 1. spruchung zwischen den Grenzen tT, +7, und T, — Tg ist. 
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3. Die verhaltnismafige Dampfung bei Wechselbeanspruchungen, die sich iiber eine Vorlast 
lagern. Die Drehstabfedern haben in der Praxis gewoéhnlich eine Vorlast mit der Spannung T, 
und eine tibergelagerte Beanspruchung +7, Auszuhalten. Die Vorlast ist konstant, die iiber- 
gelagerte Belastung wird gewohnlich durch Sté®e hervorgerufen, die in ungewollter Weise von 
auBen auf die Feder einwirken. Wenn diese StéBe ungefahr im Zeitmaf der EKigenschwingungs- 
zahl der Anordnung auftreten, dann hangt der Grad der Aufschaukelung der Schwingung wesent- 
lich von der Dampfung ab, die mit der titbergelagerten Wechselbeanspruchung verbunden ist. 
Mit der Dampfung der itbergelagerten Schwingung hat man sich bisher, soviel mir bekannt 
ist, nicht befaBt. Man hat keine Feststellungen zu der Frage gemacht, wie man die Dampfung 
bei tibergelagerten Schwingungen etwa dann angeben kann, wenn die verhaltnismaGSige Damp- 
fung W) bekannt ist, die zum Belastungswechsel -+ (t,+7.2) gehort. Es liegt nicht einmal eine 
Angabe vor, was man unter der verhaltnismaBbigen Dampfung bei itbergelagerten Schwingungen 
verstehen soll. 


Es liegt nahe, die Dampfung auch bei iibergelagerten Schwingungen als verhaltnismafige 
Dampfung y. anzugeben und sie in Beziehung zu setzen zu der Dampfung yo, die bei reiner 
Schwingungsbeanspruchung innerhalb der Aufersten 
T Pay ey Grenzen T= +.(%,4+7,). auftritt. In: Abb. 2 sind 
= ap die beiden Hysteresisschleifen aufgetragen, die zu 
4 den beiden Wechselbeanspruchungen -+(1,+ 7.) und 
/ + (T — T2) zugehéren. Die aduBersten Spitzen der 
beiden Hysteresisschleifen sind mit a und b bezeichnet. 
Bei der iiber die Vorbeanspruchung 1, gelagerten 
Schwingung + tT, wird eine Hysteresisschleife durch- 
laufen, deren Flacheninhalt H, man durch Versuche 
(siehe unten) feststellen kann. Der Flacheninhalt H,, 
ist, wie man sofort sieht, bei groBen Vorbeanspru- 
chungen T, viel geringer als der Unterschied der beiden 
Abb..2. Hysteresisschleifen, die zu den Spannungswechseln 
+(t,+7,) und +(t, —T,) gehoren. 

Um die GréBe der Flache Hy festzustellen, kann man durch Resonanzerregung eine Schwin- 
gung erzeugen und dabei eine Vorlast wirken lassen, die eine Spannung 1, hervorruft. Im Be- 
harrungszustand wird die Arbeit gemessen, die zur Aufrechterhaltung der Schwingung zugefigt 
werden muB. Wenn das bei Resonanzerregung angreifende Moment mit M=M, sin at und der 
durch M hervorgerufene grote bzw. kleinste Verdrehungswinkel mit + Q: bezeichnet wird. 
ist die im Stab in Warme .umgesetzte Arbeit H,, je Schwingung gleich 
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Wenn die Maschine bei der Durchfiithrung der Versuche nicht in Resonanz betrieben werden 


kann, kann man die je Spannungswechsel zugefihrte Energie auch aus der Erwarmung be- 
stimmen, die der Drehstab erfahrt. 


Um die verhaltnismaBige Dampfung y,, zu erhalten, muB der Inhalt H, der Hysteresisschleife 
durch die mit der iibergelagerten Schwingung verbundene Formanderungsarbeit in der auBersten 
Schwingungslage geteilt werden. Es ist die Frage, zu welcher Forminderungsarbeit die Damp- 
fungsarbeit in diesem Fall ins Verhaltnis gesetzt werden soll. Wir kénnen unter der Formanderungs- 
arbeit entweder die Arbeit A’ (Abb. 2) verstehen, d. h. den Mehrbetrag an Formanderungsarbeit, 
der beim Auftragen der iibergelagerten Schubspannung 1, im Stab aufgespeichert wird, oder 
wir kénnen darunter den Betrag A verstehen, der zu der ohne Vorlast aufgetragenen Schub- 
spannung T, gehort. Diese Frage konnte nur durch Versuche beantwortet werden. Es hat sich 
als zweckmaBig herausgestellt, die zweite Definition zu wahlen und unter der verhiltnismafigen 
Dampfung pw das Verhaltnis des Inhalts der Hysteresisschleife bei der iibergelagerten Schwingung 
zu derjenigen Formanderungsarheit zu verstehen, die durch ein statisch aufgetragenes Moment M, 
geleistet wird, das ohne Vorlast wirkt und die Schubspannung 1, hervorruft. Wenn wir die 
verhaltnismaBige Dampfung wy.» in dieser Weise definieren, dann ist y» der Gré®enordnung 
nach ungefahr gleich der verhaltnismaBigen Dampfung wo, die zur Wechselbeanspruchung inner- 
halb der Grenzen + (t, +7.) zugehért. Der Ansatz kann nur Giiltigkeit haben, wenn die Elastizitits- 
grenze hei der Schwingung nur wenig iiberschritten oder die Dampfungssvhleife nur schmal ist. 
Solange keine besseren MeBergebnisse vorliegen, erhalt man also H, fiir einen auf Verdrehung 
beanspruchten Stab von Kreisquerschnitt zu : 


2 


Vines 

220", (?) 
In dieser Gleichung ist V das Volumen des Verdrehungsstabes (Drehstabfeder), t, der Hochst- 
wert der iibergelagerten Schubspannung, G der Gleitmodul und yw, die verhaltnismaBige Damp- 
fung, die zu einer wechselnden Beanspruchung innerhalb der Grenzen +(1,+T.) gehort. Hy ist 
die Dampfungsarbeit (in cm kg), die zur Aufrechterhaltung der Schwingung im Beharrungszu- 
stand nachgeliefert werden mu und deren Wert aus Moment und Verdrehungswinkel bei Reso- 
nanzerregung nach Gleichung (1) berechnet werden kann. In Gleichung (2) tritt das halbe 
Volumen V/2 auf, weil nur die am Rande des Querschnitts‘gelegenen Elemente bis zum GréBt- 
wert T, beansprucht werden. Die in der Mitte gelegenen Elemente haben die Spannung Null 
und driicken deshalb den Mittelwert der Dampfung herab. In Gleichung (1) und (2) sind alle 
Werte bekannt oder durch Versuche bestimmbar. Man kann mit Hilfe der Gleichung (2) nach- 
priifen, ob die Annahme y=, berechtigt war oder durch eine bessere Annahme ersetzt werden 
sollte. : 

Solange der Wert wp als konstant, d.h. unabhangig von t) angesehen wird, ist die Form- 
anderungsarbeit H, nach Gleichung (2) unabhangig von der Vorbeanspruchung 1,. Der Wert Tt 
ist z. B. konstant fiir Gummi; die Dampfungsarbeit H, bei vorbelasteten Gummifedern kann 
deshalb nach Gleichung (2) berechnet werden. Bei Staben aus Stahl ist wp» selbst eine Funktion 
des GréBtwertes der auftretenden Spannungen (t,+T2). Bei kleinen Werten von (t,+T,) ist pp 
Null, bei groBen Werten von (t,+72) wachst yp, rasch auf verhiltnismaig groBe Werte an. Wenn 
man diese Tatsache beriicksichtigt, dann ist die GréBe der Dampfung bei der iibergelagerten 
Schwingung nach Gleichung (2) nicht nur von 7,, sondern auch von der Vorspannung 7, ab- 
hangig. 

Wenn 7, gleich Null ist, dann ist wy die verhaltnismaBige Dampfung, die zur Wechsel- 
beanspruchung +7, gehért; Gleichung (2) geht in diesem Fall in die Dampfungsgleichung fiir 
reine Schwingungsbeanspruchung tiber. Wenn 7, klein ist gegeniiber 1,, dann ist die Dampfung 
nach Gleichung (2) klein. Sie hangt bei Stahl von der Gre der Vorbeanspruchung 71, ab da- 
durch, daB der Wert yw, in (2) mit t, anwachst. 
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4. Kritische Bemerkungen. In, Gleichung (2) ist die verhaltnismaBige Dampfung Pw ein- 
gesetzt, die zu einer ithergelagerten Wechselbeanspruchung + T, gehort, wenn die verhaltnis- 
maBige Dampfung y, in Abhangigkeit vom GréBtwert +(t,+T,) der Schwingungsbeanspru- 
chung bekannt ist. 

Die Dampfung, die beim Durchlaufen der gesamten Hysteresisschleife nach Abb. 3 auftritt, 
setzt sich aus den Einzelbetragen H zusammen, die bei der Belastung und der Entlastung ge- 
leistet werden. Um die Teilbetrige zu bestimmen, kann man die Hysteresisschleife t=f(y) 
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nach Abb.3 durch lotrechte Gerade in einzelne Teilstiicke zerlegen, die oben von der Belastungs- 
kurve und unten von der Entlastungskurve begrenzt werden. Die Dampfungsarbeit Ha, die 
in der Umgebung des gréBten Ausschlages in Warme umgesetzt wird, ist durch eine etwa dreieck- 
férmige Gestalt begrenzt, deren Basis gleich Ay. ist. Beim Durchlaufen der Mittellage wird 
der Dimpfungsbetrag Hy, angenahert durch ein Parallelogramm eingeschlossen, dessen Basis 
Ay, in der Abb. 3. gleich Aya gezeichnet ist. Man sieht aus der Abbildung, da der Flachen- 
inhalt H, der Hysteresisschleife, der zur Formanderung Ay. gehért, wesentlich kleiner ist, als 
derjenige, der zu Ay, gehért. Wenn man die Dimpfung analytisch darstellen will, mu man eine 
Funktion angeben, bei der die Hauptdampfungs- 
betrige beim Durchlaufen des mittleren Teils des 
Formanderungsdiagramms auftreten, 

In der Mitte der Dampfungsschleife ist die Form- 
anderungsgeschwindigkeit bei der Schwingung am 
gréBten. Die oben angegebene Abhingigkeit des 
Dampfungsbetrages (d.h. des Inhalts der verschie- 
denen Teilstiicke der Daimpfungsschleife) vom Aus- 
schlag y kann man deshalb in der Weise darstellen, 
daB man die Dampfungsbetrage an den verschiedenen 
Stellen der Hysteresisschleife verhaltnisgleich der 
Geschwindigkeit setzt, die bei einer harmonischen 

_ Schwingung mit dem GréBtausschlag y) auftritt. In 

Wirklichkeit ist die Dampfung aber nicht verhaltnisgleich der Formanderungsgeschwindigkeit, 
worauf schon im Eingang hingewiesen ist. Der Ansatz, da die Dampfung verhaltnisgleich mit 
der Formanderungsgeschwindigkeit anwachsen soll, ist nur dann berechtigt, wenn man die 
Abhangigkeit der in den einzelnen Abschnitten entstandenen Dampfungshetrige vom Ausschlag 
fiir eine bestimmte Hysteresisschleife analytisch darstellen will. Tatsachlich ist die Dampfung, 
die in einem Teilstiick auftritt, nicht von der Formanderungsgeschwindigkeit, sondern vom 
Spannungsunterschied abhangig, der zwischen der Be- und Entlastungskurve des Teilstiickes 
durchlaufen wird. Da bei kleinen Schwingungen, die sich tiber eine entsprechend grofe Vor- 
last lagern, nur geringe Unterschiede in den BelastungsgréBt- und Kleinstwerten auftreten, ist 
die Daimpfung fiir diesen Fall trotz der groBen Spannungswerte verhdltnismaBig gering. 
Dieser Tatsache ist bei Aufstellung der Gleichung (2) Rechnung getragen worden. 

Wenn man zu unendlich kleinen Teilstiicken tibergeht, ist die Dampfungsarbeit gleich der 

Basisbreite dy des Teilstiicks mal At, wobei 4 t der Unterschiedsbetrag ist, der der Hysteresis- 
schleife bei der Be- und Entlastung zugehért. Hierbei ist At vom GréBtwert tT der Spannung 
und von der Entfernung des betrachteten Teilstiicks von der Extremlage abhangig. Wenn Art bei 
Veranderung von T, verhaltnisgleich t) gesetzt wird (was z. B. fiir Gummi tatsachlich zutrifft), 
dann ist der Gesamtinhalt der Hysteresisschleife verhaltnisgleich t) oder die verhaltnismaBige 
‘Dampfung y konstant. Im mittleren Teil b ist die Formanderungsgeschwindigkeit, im 4uBeren 
Teil aist die Spannung am gréBten. Der Gré®twert der Dampfung hangt weder von der Verform- 
ungsgeschwindigkeit noch von der Spannung, sondern vom Spannungsunterschied ab, der zwischen 
Belastungskurve und Entlastungskurve des Teilstiicks a oder b durchlaufen wird. Das heift: 
die verhaltnismaBige Dampfung ist in der Mitte der Hysteresisschleife am gréBten. Wenn sich’ 
der Wert yw bei den Messungen als wesentlich gréBer als wp herausgestellt haben wiirde, dann 
hatte man daraus schlieBen miissen, daB die Hauptdimpfung beim Durchlaufen der Hysteresis- 
schleife bei groBen Formanderungen, d.h. beim Durchlaufen der groBen Spannungswerte aus- 
gelést wird. Nach den Versuchswerten, die mein fritherer Mitarbeiter, Herr G. Kougias, erhalten 
hat, ist das nicht der Fall. Nach dieser Richtung werden zur Zeit im Wéhler-Institut weitere 
Versuche angestellt. 


Abb. 3. 


(Eingegangen am 4. November 1946.) 
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Zum Beulproblem der anisotropen Rechteckplatte. 


Von A. Pfliiger in Hannover. 


1. Einleitung. a) Aufgabenstellung. Das Beulproblem der orthogonal anisotropen Recht- 
eckplatte ist bereits verschiedentlich behandelt worden!. Die in den bisherigen Veréffent- 
lichungen untersuchte Art der Anisotropie ist jedoch nicht in allen Fallen dazu geeignet, die 
Verhaltnisse. zu erfassen, die im Stahl- oder Leichtmetallbau bei einem Blech mit Versteifungen 
_vorliegen.. Derartige Versteifungen sind, wie in Abb. 1 schematisch angedeutet, haufig nur auf 
einer Plattenseite, also unsymmetrisch zur Plattenmittelfliche angebracht. Da fiir diesen 
Fall der Unsymmetrie exakte Lésungen des Beulproblems anisotroper Platten nicht be- 
kannt geworden sind®, soll im folgen- 
den eine derartige Lisung angegeben 
werden. Es werden zunachst die Diffe- 
-rentialgleichungen und das zugehérige 
Variationsproblem fiir Belastung durch 
Druck und Schub aufgestellt. Fiir den 
praktisch wichtigen Fall der allseitig 
gelenkig gelagerten Rechteckplatte 
unter reiner Druckbeanspruchung wird 
sodann die Beullast explizit ausge- 
rechnet und die entstehende Formel 
diskutiert. 
Im einzelnen seien bei der Rechnung folgende Voraussetzungen gemacht. Es wird ein recht- 
eckiges Plattenfeld betrachtet, das aus dem ,,Blech“‘, einer isotropen homogenen Platte kon- 
_stanter Dicke, und den darauf befestigten Scharen sich rechtwinklig kreuzender, parallel zu den 
Kanten des Feldes verlautender Versteifungen besteht. Die Versteifungen einer Schar sind unter 
sich vollig gleich und haben konstanten Abstand voneinander, der hinreichend gering ist, so 
da8 die Behandlung des Systems als anisotrope Platte gerechtfertigt ist. Fiir den Spannungs- 
und Verformungszustand des Bleches sollen die bekannten, fiir diinne Platten itblichen Voraus- 
setzungen gelten, also im wesentlichen die Vernachlassigung der Spannungen senkrecht zur 
Mittelflache und die Erhaltung der Normalen zur Mittelflache bei der Verformung. Die Ver- 
steifungen werden wie biegungsfeste, aber véllig verdrehweiche® Stabe behandelt, deren Quer- 
schnitte bei der Verformung nicht nureben, sondern auch senkrecht zur verformten Stabachse 
bleiben (Vernachlassigung der Schubverformungen). An den Kreuzungsstellen der Versteifungen 
sollen keinerlei Momente von der einen auf die andere Versteifung ithertragen werden kénnen. 
Wenn also die Bleckdicke nach Nu!! geht, so entsteht ein Tragerrost, bei dem die eine Trager- 
schar auf die andere nur lotrechte Krafte iibertragt. Die duBeren Fasern des Bleches und der 
Versteifungen, die miteinander in Beriihrung stehen, sollen die gleichen Dehnungen erfahren. 
Eine Nachgiebigkeit der Verbindung zwischen Blech und Versteifungen wird also ausgeschlossen. 
Die Belastung der Platte mége, wie aus Abb. 1 hervorgeht, im nicht ausgebeulten Grundzustand 
aus den gleichférmig verteilten Schubkraften T und den Lingskraften N bestehen. Die Schub- 
krafte greifen in der Mittel!flache des Bleches an, wahrend die Langskrafte in einer Ebene wirken, 
die von der Mittelflache einen gewissen Abstand hat, iiber den weiter unten noch verfiigt wird. 


Abb. 1. Platte mit Langs- und Quersteifen. 


b) Bezeichnungen. Es seien folgende Bezeichnungen eingefiihrt (vgl. hierzu Abb. 1): 


Ree Vins & Koordinaten zur Beschreibung der unverformten Platte. Die (x, y)-Ebene 
fallt mit der Mittelflache des Bleches zusammen, 
BiGes) e o2 Poe Oe vers) a n, . 
baa: (5. si)is 5; = 4 Re) 
1 Vel. S. Timoshenko, Theory of elastic stability, New York und London 1936, S. 380 und 384. Dort 
finden sich auch weitere Literaturhinweise. 

) 2 Untersuchungen iiber die Wirkung einer einseitig angeordneten Einz elsteife auf einer isotropen Platte 
bei Schubbeanspruchung finden sich bei E. Chwalla und A. Nowak, Stahlbau 10 (1937), S. 73, und zeigen den 
groBen Einflu8 einer unsymmetrischen Steifenanordnung. ; f ane e 

8 Hine Beriicksichtigung der Verdrehsteifigkeit bereitet grundsatzlich keine Schwierigkeiten, erweist 
sich jedoch fiir die meisten praktischen Verhiltnisse als tiberfliissig. 
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Pfliiger: Zum Beulproblem der anisotropen Rechteckplatte. 


Seitenlangen der Platte, 
Dicke des Bleches, 


Querschnittsflachen der in x-Richtung bzw. y-Richtung lhegenden Ver-_ 


steifungsschar je Langeneinheit der y- bzw. x-Achse, 

auf die Langeneinheit der y- bzw. x-Achse bezogene axiale Tragheits- 
momente der Querschnittsflachen der Versteifungen, 
Schwerpunktsabstande der Querschnitte der Versteifungen von der Blech- 
unterflache, 

Abstand zweier in x-Richtung liegender Versteifungen, 


auf die Langeneinheit bezogene statische Momente bzw. Tragheitsmomente 
der Querschnittsflachen der Versteifungen in bezug auf die Mittelflache, 


Elastizitatsmodul, 

Querkontraktionszahl, 

Verschiebungen eines Punktes im Abstand z 
y-, z-Richtung, 

Verschiebungen eines Punktes der Mittelflache, also fiir z=0, 
Dehnungen und Winkelanderung im Blech, 


von der Mittelflache in x-, 


.Dehnungen in den Versteifungen, 


Langs- und Schubspannungen im Blech, 

Langsspannungen in den Versteifungen 

(die Bezeichnungen und die Wahl des Vorzeichens der Spannungs- und 
DehnungsgréBen entsprechen den iitblichen Festsetzungen), 

Langskrafte in der gesamten Platte (Blech mit Versteifungen) in x- bzw. 
y-Richtung je Langeneinheit der y- bzw. x-Achse, 

Schubkrafte, x 

Querkrafte, 

Biegemomente, 

Drehmomente, 

(Richtung und Vorzeichen der Plattenschnittkrafte gehen aus Abb. 2 hervor), 
in x-Richtung wirkende Druckkraft des Grundzustandes, 

Schubkraft im Grundzustand, 

Abstand der Langskrafte N von der Mittelflache, 


mittlere Langsspannung im Grundzustand, 


Schubspannung im Grundzustand. 


SchlieBlich seien noch die folgenden dimensionslosen Abkiirzungen eingefihrt: 


Abb. 2. 


Schnittkrafte am Plattenelement. 


a BE Bntiig Pct ce ey t t+ (1—p2) Fy 
A terns Maa ree ae 58 Or uape w oe cea 
See eee Mayr ke cs 
UR Pee aC Oe eR Ts 
; CE ae GF) es 
rae ae) eye o 12 (1—p2) 
® aes ees ha PH Age 


2. Ableitung der Differentialgleichung. a) Bezichungen zwischen Schnittkraften und 
Verschiebungen. Es seien zunachst bei Beschrankung auf lineare Glieder der Verschiebungen 
die Beziehungen zwischen den Schnittkraften und den Verschiebungen u, v, w der Mittelflache 
gesucht. Unter u, v, w werden dabei die Verschiebungen vom unverformten spannungslosen 
Zustand aus verstanden. Die Schnittkriafte der Platte setzen sich, wie folgt, aus den Spannungen 
im Blech und den Versteifungen zusammen. Dabei sind dF, und dF, die Elemente der Flachen Fe 


und Fy. 
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ttl us 

Ne= f oxdz + f 6, dFy, Ny= f o,dz+ f G, dFy, ke by) 
~t/ (F,) a ee 
ie +t/2 

Tem Ji tayda= Ty (da tay =tys), Mom f oveds + f 0,7 dF s, (le, a) 
ao —tlo (F,) 

+t/2 stig 
My, = — ae Oyzdz — fe GyzdF,, 1 Degree tis Try ds — RS De (le, f) 


1) (Fy) —t/y 


Das Hookesche Gesetz lautet fiir die Spannungen im Blech 


E E E 
Gi es cet eee ey (ah Ex i ped Sel ree Lee ea 
ince (Ex + Wy) » 0. er (€) + ex), Ty = Caw Vay vo (2a bis. C) 
und fiir die Spannungen in den Versteifungen 
CP A eee Oy = He, (2d, e) 


Die Dehnungen und die Winkelanderung lassen sich ferner folgendermaBen durch die Verschie- 


bungen ausdriicken. Im Blech: 


, . . , . 
Ex = Uz, Ey —1 Uz Vay = Uz + Uz, (3a bis c) 


und genau so in den Versteifungen: 


schlieBlich die Beziehungen 


, — 


Se = uz. Ey = Uz’; 


(3d, e) 


Zwischen den Verschiebungen im Abstand z und den Verschiebungen der Mittelflache bestehen 


Wu =U— Zw’, Ui BW) Tae (4a bis c) 


Setzt man der Reihe nach (4) in (3), (3) in (2) und (2) in (1) ein und wertet die Integrale 
aus, so erhalt man zwischen den Schnittkraften und den Verschiebungen der Mittelflache die 
Beziehungen 


Nu = ar (w+ uuv)+E (Fw — Sz w"), 
Et = rt ginitss 
Ny = tao + pu) + EUEye — S$ 0), 
Et . ; 
lor We EMA Cais! : 
a (5a bis f) 
Me= ~ Faq — 4 (w+ ww") + E (Stu — JE w"), 
iin = SER ax (w + ww") — E (SS Di Jy Ws) 
‘ 12 (1 — p?) aut is fa ; 
Ee ys 
Dee LA 12(1+ pw) 


Damit ist das Elastizitatsgesetz fiir die Schnittkrafte gewonnen. Die Querkrafte Q, und Qy sind 
darin nicht enthalten, weil die Querkraftverformungen vernachlassigt worden sind. Die be- 
kannten, fiir die isotrope Platte giltigen Gleichungen erhalt man, wenn man alle von den Ver- 
steifungen herrithrenden Glieder streicht. 


b) Grundzustand. Die Gleichgewichtsbedingungen fir die am unverformt gedachten 


- Plattenelement angreifenden Krafte lassen sich ohne Schwierigkeiten aus Abb. 2 ablesen. Man 


erhalt nach Division aller Gleichungen durch dx dy 
N,+T,=0, N,+T.=0, Ser ATI 
° u : . / su ! (6a bis e) 
D,+M,+0@,=9, D,+M,—Q:=9. 


Die ersten drei Gleichungen bringen das Kraftegleichgewicht in x-, \y-, z-Richtung zum Aus- 
druck, wahrend die Gleichungen (6d) und (6e) das Momentengleichgewicht um die x- bzw. 
1 Q* 
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y-Achse festlegen. Das Gleichgewicht um die z-Achse ist von selbst durch die Gleichheit der 


Schubkrafte T, und Ty, gesichert. 


Die Gleichungen (6) erméglichen es nun, zusammen mit den Beziehungen (5) den fiir das © 


nicht ausgebeulte Blech giiltigen Grundzustand genau festzulegen. Die Belastung durch Druck- 
und Schubkrafte sei jede fiir sich betrachtet und zunachst nur die reine Druck beanspruchung 
untersucht. Die Gleichgewichtsbedingungen (6) lassen sich fiir diesen Fall, wie man leicht he- 
statigt, befriedigen durch 


N= SN ona M,= —N e=konst., Nys (My, Las. 55 Dx. Dy — 0- 


Fiir die Verschiebungen kann verlangt werden, da} 


ist. Man bekommt damit aus (5) 


Et F ‘ 
~N= reyes tMv)tEP.w, 
0-= i= -(0 + puw)+ E(Fyo —Syw ), 
Et ee } 
M, 2d 2) pw - EE Siw, 
Et 


= 


ed ay. EIS Soe): 


Eliminiert man aus diesen Gleichungen v’ und w’’, so erhalt man 


Nias ooslevn! EM ed diel Oy HE ES aa Ayleaby a oT 
N =i =|} : S*2 \' | u, 
t+ (1 — p*) (Fy — RR ATE = 
12 (1 — p?) a J; 
ka 
¢ Toy 2). 2 t iS 
a pe (ic fony Calaceees ecto is Ee ORY Ew. 
8 ye , Sy 2 
TEC yay he ee ey Bein Sale 
: Rad—~w) +7 
Damit ergibt sich fiir den Abstand e= Soe in dem die Langskrafte N wirken, 
13 
Pen uer| wees} 
Bie ae Cedi ye : sxe 
Ply ee ee) (Fy- eee ) 
12(1 98)? i 
: Pi (7) 
rs 2 z : F =i Nii 
1— yy? 5 Sy 2 
(ate Gee es 
aha, 


Man erkennt aus (7), daB die Langskrafte N nicht, wie wohl zu erwarten gewesen ware, in _ 


der Ebene wirken, in der bei Schnitten senkrecht zur x-Achse die Schwerpunkte des gesamten 
aus Blech und Versteifungen bestehenden Plattenquerschnitts liegen, d. h. in der neutralen Ebene 
der in x-Richtung als Stab aufgefaBten Platte. Der Unterschied ist jedoch gering. Den erwarteten 
Wert fiir e bekommt man nimlich schon, wenn man ju? ~ 0 setzt. Es wird dann 


Sx 
rE Nena 
Praktisch wird man diese Naherungswerte fast immer verwenden kénnen. Sie werden iibrigens 
auch dann exakt richtig, wenn in y-Richtung keine Versteifungen vorhanden sind. Bemerkens- 
wert ist noch, dafs bei dem vorliegenden Grundzustand auBer v’ auch die Kriimmung w”™ nicht 


verschwindet. Dieses ist gurch die im Blech und in den Versteifungen verschiedenartige Wirkung 
der Querkontraktion zu erklaren. Bei der Druckbeanspruchung der Platte in x-Richtung erfahrt 


N= —(t} Buy. My2 St Eu and “ex 


apace 
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das Blech eine Zusammendriickung, die in y-Richtung eine Querdehnung zur Folge hat. Diese 
Querdehnung tritt jedoch nur im Blech, aber nicht in den Versteifungen auf, wodurch eine 
positive Kriimmung w” des Bleches in der (y, z)-Ebene hervorgerufen wird, bei der das Blech 
gedehnt wird und die unteren Fasern der in y-Richtung liegenden Versteifungen gestaucht werden. 

Uber den bei reiner Schubbelastung auftretenden Grundzustand ist wenig zu sagen. Die 


Gleichgewichtsbedingungen werden befriedigt durch 
T.=Ty=T=konst., 
Ne Ny MM; Ds 0,0, 
und die Gleichungen (5) durch 
2 + p) 
iy DR ae 


Durch die Schubkrifte entstehen nur Spannungen, im Blech; die Versteifungen werden nicht 
beansprucht. 


: ; A 
u + = u,v,w=0. 


c) Gleichgewicht am verformten Element. Bei Stabilitaétsuntersuchungen muB in 
den Gleichgewichtsbedingungen der Einflu8 der Verformung bei den schon im Grundzustand 
vorhandenen Kraften beriicksichtigt werden. Die Gleichungen (6) bediirfen also zur Aufstellung 
der Beulbedingung noch einer Erginzung. Bisher waren unter u, v, w und Nx, Ny, usw. die vom 
spannungslosen Zustand aus auftretenden Verschiebungen bzw. Schnittkrafte verstanden worden. 


Tite 
be fruldx 


+ tev JuJéxdy 


! 
1 
1 


a /dyu 


C 
(tru) dx + Minus dx dy 


Abb. 3. Gekriimmtes Plattenelement mit den Langskraften Abb. 4. Schubkrafte des Grundzustandes am verformten 
des Grundzustandes. Element. 


Von jetzt ab sollen diese GréBen die zusatzlich beim Ausbeulen auftretenden Verformungen und 
Schnittkrafte bedeuten, wahrend die Verformungen des Grundzustandes in iiblicher Weise 
vernachlassigt werden. Die Gleichungen (6) stellen dann den Beitrag der zusatzlichen Schnitt- 
krafte zum Gleichgewicht dar, und es fehlen nur noch die durch die Verformung verursachten 
Anteile der Krafte des Grundzustandes. 

Die Beeinflussung der Langskrafte N durch die Verformung geht aus Abb. 3 hervor, in der 
ein Plattenelement im Grund- und Aufri®B mit den Kriimmungen der Faser z=e, in der die Langs- 
krafte wirken, dargestellt ist. 

Die Krafte N haben nach dem Ausbeulen die Kontingenzwinkel (v-e w’)'"dx und w’’ dx, so dah 
sie zum Gleichgewicht in y-Richtung den Beitrag —N(v'’—e w’’)dx dy und in z-Richtung den 
Beitrag —N w’’ dx dy leisten. Der erstgenannte Anteil liefert auBerdem noch fiir die Momenten- 
gleichgewichtsbedingung um die x-Achse ein Glied N e(v'’—e w'’’)dx dy. 

Abb. 4 zeigt das Verhalten der Schubkrafte .bei der Verformung. Hierbei ist zunachst 
zu beachten, dafB die Dehnung der Kantenlingen des Elementes mit in Rechnung gestellt 
werden muS und die Schubkrafte als Krafte je Laingeneinheit der verzerrten Kanten- 
langen definiert werden. Es wirkt also langs der Kante AD die Kraft T(1 +u’)dx, und 
langs der Kante AB die Kraft T(1-+v')dy. Das Momentengleichgewicht um die 2-Achse bleibt 
danach auch am: verformten Element gesichert, worauf bekanntlich bei allen Beulproblemen 
besonders zu achten ist, bei denen der Grundzustand Schubkrafte enthalt. In x-Richtung ent- 
stehen durch die Verformung zwei Beitrage zur Gleichgewichtsbedingung. Erstens kommt der 


~ 


an are 
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Zuwachs in Betracht, den die Schubkraft am Rand BC gegeniiber der Kraft am Rand AD erfahrt. 


Dieser ist 


T(1+w’)'dx dy= Tu" dxdy. 


Zweitens haben aber auch noch die an den Kanten AB und CD angreifenden Krafte infolge der — 
Winkelinderung u* eine Komponente in x-Richtung, deren Unterschied mit in die Gleichgewichts- 


bedingung a hy Man ‘erhalt hierfiir 
T [(1-+v ‘yw |/'dx dy= Tu’ dx dy, 


also einen Beitrag, der genau so groB wie der ‘erste ist. Ganz entsprechend findet man fiir die | 
y-Richtung den Beitrag 2 Tv" dx dy zur Gleichgewichtsbedingung. Fiir die z-Richtung ist schlieB- — 
lich die Verwindung w’’ des Elementes maSgebend. Hier ergibt sich der von der Theorie der iso- — 


tropen Platte her bekannte Anteil 2 Tw’ dx dy. 
Damit sind alle erforderlichen Erganzungen zu den Gleichungen (6) gefunden. Die yeletans 
digen Gleichgewichtsbedingungen fiir die ausgebeulte Platte lauten nunmehr 


Nth Tee 28 wa 
Ni +T,— N(v’— ew") +2Tv" =0, 


0. + 0, - Nw” +2 Tw" =0, (8a bis e) 


Doe M, +Qy+ Ne(v’— ew’) =0, 
Dy+ M,—@Q.=0. 


d) Differentialgleichungen und Variationsproblem. Eliminiert man zunachst 


aus (8) die Querkrafte Q. und Q,, so verbleiben die drei Gleichungen 

N, +7) 42 Tp uk = 0 
Ny + T,=N (v"— ew") +2 Tv" =0, | (9a bis c) 
D, an M. Rey pe” My, — N(w" + ev’ — e? w'"") +2 Tw" = 0. - 


Setzt man in diese Gleichungen die Beziehungen (5) ein und benutzt die in Abschnitt 1b an- 
gegebenen abkiirzenden Bezeichnungen w,, my usw., so erhalt man die gesuchten Differential- 
gleichungen fiir die Verschiebungen u, v, w 

ly se ellicieyf 


tt 
Ox U u 
; anes ay 


ov’ —(l—p?) prd bw’ +2 is Ot ga Oe 


oe l—yp 1+ u ve 3 p 005 L'a" fF, We 
Dy Dit 5 : ov’ 4 ae ou (1 — uw?) py 0 bw oa oe lo (v’ —n bw’) — . 
—2otv"] =0. (10a bis ec) 


(l— py?) 9.0 bu" + (1 — pv?) py Bbw — ves (A,w"’” + 2 93 w+ Ayw”) — 
ripe 


* a [o (w" + nbv'” — n2b2 w’") — 2orw"] = 0. 


Sind die Versteifungen auf beiden Seiten des Bleches angeordnet, oder fehlen sie ganz, so 
fallt die Unsymmetrie zur Mittelflache fort und es werden die GréBen ~,, py und 4 zu Null. Die 
Gleichungen (10) zerfallen dann insofern, als in (10a) und (10b) nur die Verdnderlichen u und v 
und in (10c) nur noch w vorkommen. Die ersten beiden Gleichungen haben dabei die Liésung 
u=v=0, so da lediglich eine Gleichung fiir w ttbrig bleibt. Dieses Ergebnis wird bei Beulunter- 
suchungen an Platten im allgemeinen gleich vorweg genommen und nur die Durchbiegung w 
untersucht. Sobald jedoch die Versteifungen unsymmetrisch angeordnet sind, tritt im allgemeinen 


kein Zerfal! der Gleichungen (10) ein. Das bedeutet, da®B es nun keine ,,neutrale Ebene‘‘ mehr | 


gibt, deren Fasern keine Dehnungen und deren Elemente keine Winkelanderungen beim Aus- 
holes erfahren. Auch die anschaulich naheliegende Vermutung, dafB es fiir die Biegung durch 
M,- und M,-Momente je fiir sich eine neutrale Ebene gibt, die durch die neutralen Fasern der 
in x- bzw. y-Richtung als Stab aufgefaBten Platte fesipelags wird, ist unrichtig. 

Die exakte Lésung der Givehuneen (10) kann unter Umstanden erhebliche Schwierigkeiten 
bereiten. Es kann dann zur Aufstellung von Naherungslésungen von Interesse sein, das zu den 
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Gleichungen (10) gehérige, aus dem Energiekriterium der: Stabilitat des Systems folgende Va- 
-riationsproblem zu kennen. Dieses lautet . 


ab 
pie mmrees tes 30 38 : 
ff for? + oy 0+ <a (w+ 0) + 2ugu'o' + (1—p) Quo’ — 
00 
me S14 (A eer ys ob Patt A oe & b? 19 
rad mu?) (y.u' w" + gyv ww) + ie ee w+ Ayw? + 
+26? w"w" + 2(1— p) oF w"?] — — lo (v? + w’2 — 


—2ybv'w" 4+ 72b?w"?)— 270 (uw + 0/0 + w’ w’)| : d,dy =0. 


Man hestatigt leicht, da die Eulerschen Gleichungen von (11) die Differentialgleichungen (10) 
sind. Auf eine Ableitung von (11) sei hier verzichtet, da diese nichts Neues bietet. 


_ 3. Lésung fiir reine Druckbelastung. a) Allgemeine Beulbedingung. Im folgenden sei 
fir die allseitig gelenkig gelagerte, nur durch Druckkrafte beanspruchte Platte die Beulbedingung 
ausfithrlich entwickelt. Die Gleichungen (10) werden bei t=0 durch die Partikularlésung 


Siuseas a 
u=Acosm—xsinn— y, 
a b 


P It It . 
v = Bsin mx cosn » ns (12a bis e) 
w=Csinm™ xsi is | 
(Casini x Sime Vas 
a b y> 
mit m, n=1, 2,3... befriedigt. Hierbei werden an den Plattenrandern die Gréfen w, Nx, Ny, 


M, und My, zu Null, so daB die Lésung fiir eine in z-Richtung unverschieblich, im iibrigen aber 
biegemomenten- und langskraftefrei gelagerte Platte gilt. Schubkrafte und Drillungsmomente 
verschwinden allerdings an den Randern nicht und miissen dort aufgenommen werden kénnen. 
Setzt man (12) in (10) ein, so erhalt man fiir die Konstanten A, B, C drei homogene Gleichungen, 
deren Nennerdeterminante verschwinden mu. Nach Entwicklung dieser Determinante kann 
man die Beulbedingung zunachst in folgender Form schreiben: 


. ; ae BRASS 
22a) 
1 { ie ' 

m2 (a2 + 22 72 2 n®) | Axm* + 2 9? a? m? nn? + Ayatnt — 


k (13a) 


mit k= 


pal? es ie la +) 0px) a mtn? (n . m — py ?a* n®) + OPS UM: (es a2 n? + 


peda ft 
2 


ee Mes i egiee l+tp)?- Aus 
: [ (e« m? +- + 0a? n®) (co, a? n? + sarees Pom? —(1— 2) = m®) ~- Cae 07 a? m* n?| | 5 
Beachtet man, da 7 und $ stets klein gegen Kins sind, so kann man in der Gleichung fiir k die 


unterstrichenen Glieder vernachlassigen. Man erhalt dann k in der bei praktischen Rechnungen 


stets anwendbaren vereinfachten Form 


i= Sega A,m* + 2 9? a? m? n? + Ay atnt — 
oa m* : : 


ia I= 9 9 4 
pxm® (wy am att - 0 m*) + py? a6 n® (o. m> +5" 0 a” n’) —(1+ 14) 0 px py a mi n1 (13b) 
a Ln PE Lae ee 

(o. ne Ga n?) (oy Gray = 3) Bs bee’ Ba se 


om n- 
gS 
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Die kleinste Beullast wird durch das ungiinstigste Wertepaar m, n bestimmt. Bei Symmetric 
der Versteifungen zur Mittelflache tritt die niedrigste Beullast stets fiir n=1 auf. Bei Unsymmetrie 
1aBt sich diese Aussage nicht allgemein aufrecht erhalten. Wie jedoch Zahlenrechnungen zeigen, 
diirfte bei den praktisch in Betracht kommenden QuerschnittsgréBen kaum ein anderer Wert 
als n=1 mafgeblich werden. 


b) Nur in Kraftrichtung versteifte Platte. Fix den Sonderfall, daB die Platte nur 
in x-Richtung versteift ist, lassen sich aus der Beulbedingung einige allgemein giiltige Erkennt- 
nisse ableiten, die praktisch von gewissem Interesse sind. Mit Fy=0 und I,=0 wird 

Py=9, Ay=0*, Wy=0. 
Man bekommt damit aus (13b) 


; k= - oy = E m4 +2 03a? m'?n? + oF aint 
a? m? 
Baer 
Px mé G n? 5” m*) (14) 
1212)? _- —- 
A Te ray Corrie 
(os m> + a a Poa n®) (« n> + ah mt) _ ae og n 


Fir die folgende Untersuchung ist es von Bedeutung, den Wert von k zu bestimmen, der sich 


ergibt, wenn man die Lagerung der Platte langs der Rander y=0 und y=b unbeachtet 1abt, 
indem man die Ausdehnung der Platte in y-Richtung als unendlich grof annimmt. Diesen Wert 
von k erhalt man, wenn man in der eckigen Klammer von (14) den Grenziibergang a—>0 vollzieht. 
Man bekommt 3 


(k 02)q-0 = E — 12 (1 = p2)? 2) m>, (15) 


Setzt man hierin fiir A,, m. und wm, die Ausgangswerte ein, so erhalt man mit (13a) fiir die Beul- 
spannung 


o) 2 | ue eye 
Cie Ge ry (Aedes Sai 


ee we 


Ex ea Sines | 


Das ist — bis auf die im allgemeinen unwesentliche GréBe 2, deren EinfluB sich héchstens bei 
ganz schwachen Versteifungen bemerkbar macht — die Eulerspannung eines aus der Platte heraus- 
geschnittenen Streifens von der Breite Eins. é 


Zu einer iibersichtlichen Darstellung der Beulbedingung ist es ferner zweckmaBig, die oben 


bereits definierten dimensionslosen GréBen g und h einzufiithren. Dabei ist g=elV Jx/Fx das Ver- 
haltnis des Abstandes e, zum Tragheitshalbmesser des Querschnitts einer Versteifung, eine 
GréBe, die sich bei allen fiir die Versteifungen praktisch in Betracht kommenden Querschnitts- 
formen nur innerhalb recht enger Grenzen dndert. Die Bedeutung von h wird anschaulich am 
besten klar, wenn man den Abstand s, zwischen zwei Versteifungen mit einfiithrt. Dann ist 
fice Labrie eatin alae 
el Be t Bx Si 
Gar 


/ x 
w 


Die eingeklammerte GréBe wird haufig als Profilwert bezeichnet und ist das Verhaltnis vom 
Querschnitt einer Versteifung zum Quadrat des Tragheitshalbmessers, ein Wert, der sich eben- 
falls nur innerhalb enger Schranken andert. h ist also dann bis auf einen konstanten Faktor 
das Verhaltnis vom Steifenabstand zur Blechdicke. Die QuerschnittsgréBen @,, @» und A, lassen 
sich, wie folgt, durch 0, g und h ausdriicken: 


wWx=1—pw?(1— 0), 


‘ 
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In Abb. 5 ist nun die Gré®e ka? in Abhangigkeit 
von @ mit a und h als Parameter dargestellt. Bei 
_gegebenen Plattenabmessungen a und 6b und un- 
_ veradnderlichem Werkstoffaufwand t+F, ist ka? der 
 Beullast der Platte proportional. Die Verinderliche 9 1200 
gibt die Aufteilung des Materials auf Blech und Ver- ae 


2000 


steifungen an. Die untere Kurvenschar in Abb. 5 ace. 
gilt fir h=20, die mittlere fiir h—100 und die obere 400 
fir h=500, womit der praktisch wichtige Bereich J 
der GréBe h erfaBt sein diirfte. Bei allen drei Kurven- 
scharen ist “=0,3 und g=1,2. Der letztere Wert eed mead aK 
stellt fiir den Parameter g einen Mittelwert des it 
praktisch in Frage kommenden Bereiches dar, der 100 eee : 
sich bei Versteifungen, die nur auf einer Blechseite 80 ete 
angeordnet sind, hichstens von g=0,5 bis g=2,0 60 a is 
erstrecken diirfte. Abb. 5 vermittelt nun folgende eee! 
Erkenntnisse.. : ie fi, - Ai | 
Clee | od coaesls | Nie 
. Es ist in einem recht grofen Bereich erlaubt, 20 He \ 
die Platte als Stab nach (15) zu berechnen. Die \ 
Kurven a=1 beginnen erst zwischen 9=0,8 und | \ \e=z7 
0,9 sich merklich von den Kurven a=0 zu _ unter- @ | es i [ | 20 
scheiden, so daB etwa fiir a1 und 00,8 die ver- ° a=0 
einfachte Berechnung der Platte als Stab zulassig ? | | =r \ 
erscheint. " SR pay bs T : 

2. Bei festem 0, also bei festgelegter Material- VER ors \ Q 
verteilung, wird die Beullast der Platte um so 25 we OF 6 WG 70 
gréBer, je gréBer h, also <* ist. Das hei®Bt: Es ist Abb. 5. ka in Abhangigkeit von o fir s=—1,2 

; und j1— 0,3. 


' giinstiger, wenige Versteifungen mit groBem Quer- 
schnitt und Tragheitsmoment in grofem Abstand, als viele kleine Versteifungen zu wahlen. 
Eine Grenze ist hier natiirlich dadurch gegeben, daB bei zu groBem Steifenabstand das Blech 
zwischen den Versteifungen ausbeult!. Soll dieses vermieden werden, so mul 


Ex Ex t \2 
eo VN) ae z 
6—-s3a a! * = dw (a) ha 


sein, wobei der rechts vom Ungleichheitszeichen stehende Ausdruck die Beulspannung des Blech- 
streifens zwischen den Versteifungen bedeuten moge. Diesen: Streifen kann man als unendlich 
lang und zu beiden Seiten eingespannt ansehen und dementsprechend kg ~ 7.0 setzen?. Man 
bekommt dann die Bedingung 


Pies ke ( : a) 7,0 


Sx 


oder 


3, Fast alle Kurven haben ein ziemlich ausgeprigtes Maximum, das etwas oberhalb von 
o=0,4 liegt. Erst bei den praktisch unwesentlichen, sehr grofBen a-Werten wandert das Maximum, 
das jetzt aus einer durch die Kurven m=1 und m=2 gebildeten Spitze besteht, allmahlich nach 


. 1 Die in dieser Arbeit abgeleiteten Formeln kénnen naherungsweise auch fiir Plattenfelder verwendet 
werden, bei denen man ein Ausbeulen des Bleches zwischen den Versteifungen zulaBt. Den zwischen den 
Versteifungen infolge des Beulens ausfallenden Blechstreifen faBt man dabei am zweckmiaBigsten als eine 
. negative’ Versteifung auf und rechnet statt mit F, und 1, mit reduzierten Werten F,’ und J,’. Ist s,’ die 


,-mittragende Breite“ des mit einer Versteifung mitwirkenden Blechstieifens, so ist zu setzen 
/ 


Bias Ret (1- nh 5 Pas ee A (1 ay iB 


Sx Sx 


Entsprechende Ausdriicke gelten fiir Querschnitt und Trigheitsmoment der Versteifungen in y-Richtung. 


2 Vel. S. Timoshenko, a. a. 045.345. 
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o=1. Es ergibt sich daraus, daB man die giinstigste Materialausnutzung erhilt, wenn man etwa 
40% des Querschnittes im Blech und 60% in den Versteifungen unterbringt. 


Die Kurven von Abb. 5 sind, wie bereits erwahnt, fiir einen Mittelwert des Parameters g auf- 
gestellt, der bei Versteifungen gilt, die auf einer Blechseite angeordnet sind. Es ist nun natirlich 
wesentlich zu untersuchen, wie der Ktrvenverlauf von g abhangt. Ermittelt man dazu die 
Kurven fiir verschiedene Werte von g, so ergibt sich, daB dabei k zwar quantitativ durchaus 
beeinfluBt wird, daB aber der Kurvenverlauf grundsatzlich ungedndert bleibt und somit die eben 
aufgestellten Formeln ihre Giiltigkeit behalten. Es zeigt sich sogar, daB dieses nicht nur 
fiir die duBRersten Schranken gilt, die fiir g in Frage kommen, wenn die Versteifungen auf 
einer Blechseite liegen, sondern auch bei symmetrisch angeordneten Versteifungen, bei denen 


: t 4 1 1 ; 
Pe erie und damit g= — = —~———_ ist. 
a € |/e lo 
/ 0 
0 


4. Zusammenfassung. Es wird das Ausbeulen einer anisotropen Rechteckplatte untersucht, 


bei der die Anisotropie praktisch dadurch zustande kommt, da eine homogene isotrope Platte_ 


konstanter Dicke durch zwei sich senkrecht kreuzende Scharen von Versteifungen verstarkt wird. 
Dabei wird — gegeniiber bereits vorliegenden Untersuchungen — die Méglichkeit exakt be- 
riicksichtigt, daB die Versteifungen nur auf einer Seite der isotropen Platte, also unsymmetrisch 
zu deren Mittelflache angeordnet sind. Fiir die Belastung durch Druck- und Schubkrafte werden 
die Differentialgleichungen des Problems in der iiblichen Art und Weise aus den Gleichgewichts- 
bedingungen am verformten Element abgeleitet und dazu das entsprechende Variationsproblem 
angegeben. Wesentlich ist dabei lediglich, daB hier infolge der Unsymmetrie der Versteifungen 
nicht von vornherein die Dehnungen und Schubverformungen fiir irgendeine ,,neutrale Ebene“ 
gleich Null gesetzt werden kénnen, sondern mit beriicksichtigt werden miissen. Fiir die reine 
Druckbelastung wird dann die Beulbedingung einer allseitig gelenkig gelagerten Platte explizit 
aufgestellt. Diese Beulbedingung wird schlieBlich fiir die nur in Kraftrichtung versteifte Platte 
noch naher untersucht. Dabei ergeben sich unter anderem Anhaltspunkte fiir eine zweckmafige 
Wahl des Steifenabstandes und die Aufteilung des Materials auf Blech und Versteifungen. 


(Eingegangen am 7. November 1946.) 
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Uber die Bewegung des stabilen schweren symmetrischen Kreisels 
bei kleinen Neigungswinkeln seiner Achse. 


Von K. Stange in Bad Sachsa. 


1. Einfiihrung. Im folgenden wollen wir die Bewegung der Achse eines stabilen symmetri- 
schen Kreisels unter dem EinfluB seines Eigengewichts G untersuchen und dabei besonders auf 
den Fall ,,kleiner Neigungswinkel“ a der Kreiselachse achten. Wir beziehen die Bewegung nach 
Abb. 1 auf ein rechtwinkliges raéumliches Achsenkreuz (X, Y, Z), dessen Z-Achse senkrecht nach 
oben zeigt. Der Kreiselachse ordnen wir den Einheitsvektor a und der Z-Achse den Einheits- 
vektor e zu. Der Winkel a zwischen den Vektoren a und ¢ ist der Neigungswinkel des Kreisels. 
Die durch a gelegte senkrechte Ebene bildet mit der (X, Z)-Ebene den Winkel y. Durch a und w 
(zwei der ttblichen drei Eulerschen Winkel) ist 
die jeweilige Lage der Kreiselachse im Raume 
volistandig bestimmt. Da wir nur die Be- 
wegung der Kreiselachse verfolgen wollen und. 
uns die ,,Kigendrehung‘‘ um die Symmetrie- 
achse a nicht beschaftigt, so geniigt es, aus den 
Bewegungsgleichungen die Lagewinkel @ und: 
y als Funktionen der Zeit t zu ermitteln. 

Die strenge Lésung, auf die wir hier nicht 
weiter eingehen, ist bekannt!. Engt man sie 
auf den Sonderfall ein, da der Neigungs- 
winkel a ,,klein“ bleibt, so 1aBt sie sich erheb- 
lich yereinfachen. Sie liefert dann u. a. fiir 
die Kreisfrequenzen wy und wp der Nutations- 
und Prazessionsbewegung (bei Einfithrung 
geeigneter dimensionsloser GréBen) die Aus- 


driicke 
bse bas = (1) 
Oo 


Seer bee) eee (I) 


In diesen Gleichungen ist o die Stabilitatszahl 
des schweren Kreisels [vg]. Abschn. 6, G1.(28,)|. 

Wird die jeweilige Lage der Kreiselachse (im Gegensatz zu vorhin nicht durch die Eulerschen 
Winkel a und y, sondern) durch die Richtungswerte (x, y,z) des ihr zugeordneten Einheits- 
vektors a festgelegt, so liefern die unter der Voraussetzung ,,kleiner“‘ Winkel a@ aufgestellten 
Bewegungsgleichungen fiir x und y gleichfalls zwei Frequenzen, eine ,,schnelle“ @, und eine 
,-langsame @,. Es gilt nun, wie wir spater beweisen werden, 


und 


On+,, solange o>1 ,,klein™ ist; (IIT) 

Ono, fir ,,groBe’* Werte von o; (IV) 

dagegen stets . 
or WP=W..- , (A) 


_ Wahrend also die ,,langsamen“‘ Frequenzen w, und wp fiir alle Stabilitatszahlen tibereinstim- 
men (gleichgiiltig, ob man die Lage der Achse a durch die Eulerschen Winkel a und y oder 
durch die Richtungswerte x, y, 2 kennzeichnet), weichen die ,,schnellen Frequenzen @, und wn 
um so mehr voneinander ab, je mehr sich o von rechts her dem Werte | nahert. 

Es taucht damit die Frage auf, ob diese Abweichung durch unterschiedliche Giite der ver- 
schiedenen Wege, welche zur Berechnung der Frequenzen dienten, verursacht wird — insbesondere 
ist dann zu entscheiden, welche der Naherungen fiir 1<—o besser ist — oder ob der Unterschied 
andere Ursachen hat. 


Bite R. Grammel, Der Kreisel, S. 95 u.f. Braunschweig 1920. 
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2. Die Bewegungsgleichungen. Ist 1 der Abstand des Schwerpunktes Sch vom Stiitzpunkt Se, 

so wirkt auf den Kreisel ein Drehmoment Sit, das nach Betrag und Richtung durch den Vektor 

M=GEllea] (1) 

dargestellt wird. Da die zeitliche Anderung des Schwunges & gleich dem wirkenden Drehmoment 
ist, so haben wir als erste Bewegungsgleichung 

ae == [ed] . (2) 

Zur Herleitung einer zweiten Beziehung zwischen S und a zerlegen wir den Schwung © des 

Kreisels gema8 Abb. 2 in die Anteile G4 in Richtung der Kreiselachse a und Sg senkrecht dazu. 


v4 Bezeichnen wir mit 4A und B die Drehmassen 
Sy- Ara, des Kreisels beziiglich zweier Hauptachsen durch 
SS den Stiitzpunkt, so gilt 


G4=Aw, und Gs=—Bwe, .- (3) 


S wobei w4 und wp die den Achsen zugeordneten 
Winkelgeschwindigkeiten sind, Die Anteile wa 
und wp geben diegGesamtwinkelgeschwindigkeit 
w, die nach dem eben Gesagten stets in der 
Ebene (&; a) liegt, welche von den Vektoren © 
und a gebildet wird. Fiir die zeitliche Ande- 
rung von a im raumfesten Achsenkreuz gilt 
demnach 


ie == (wal - [Ea]; (4) 


denn beide Ausdriicke fiir stellen einen auf 


der Ebene (©; a) bzw. (iw; a) senkrechten Vektor 


vom Betrage | 


St 


We da | i (5) 
fe ——| = 0 s 

Sg =80g A : dt) H 
Abb. 2. dar. 


Die zwei Bewegungsgleichungen (2) und (4) sind zwei vektorielle Differentialgleichungen erster 


Ordnung fiir den Schwungvektor © und den Achsenvektor a. Wir werden spater sehen, daf 
es unter der eingangs genannten Voraussetzung ,,kleiner’ Neigungswinkel leicht gelingt, G aus 
den Gleichungen zu entfernen, und daf eine einfache Gleichung zur Berechnung von a iibrig- 


bleibt. 


3. Anfangsbedingungen. Wir wollen voraussetzen, daB zu Beginn der Bewegung fiir t—0 
der Schwung © in die Achse a fallt. Es soll also mit €(0)=G,) und a(0)=ay 
Sp=So % (6,) 
gelten. Daraus folgt, daB anfangs 
10(0) = Wy = Wy Ay (6) 
ist. Die Bewegungsgleichungen (2) und (4) und die Anfangsbedingungen (6,.,) enthalten als 
wesentliche Parameter des Bewegungsablaufs — 
das ,,Kinheitsdrehmoment’* M=G1, 
die Querdrehmasse B (bezogen auf eine Hauptquerachse durch den Stiitzpunkt S?). 
den Anfangsschwung S)=Aw, und 
den anfanglichen Neigungswinkel a) mit cos ay=e a. 


4, Einfiihrung dimensionsloser Gré8en. Fiihren wir den auf den Anfangswert S, ,,bezogenen 
Schwungvektor“ 


2 S bef 
aS Sa * ( ( ) 
die ..dimensionslose Zeit“ F / 
So 
und den dimensionslosen Parameter 
ae BGI 
re S92 (9) 


ep ae jress 
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ein, so werden die Bewegungsgleichungen (2) und (4) ¢infacher 


qen8, = AAfeal (10) 
ound 
dq. : 
qe 8 = 18a] mit. }al=1 (11) 
Die Anfangsbedingungen (6,) gehen iiber in 
0(0) =a und 8(0)= < ty (12) 


Die Bewegungsgleichungen ( (10) und (11) und die Anfangshedingungen (12) enthalten im Gegen- 
satz zu vorhin nur noch zwei wesentliche Parameter, 4? und a. Daraus folgt, daB alle Kreise! 
mit tibereinstimmendem Wertepaar (A®, a) den gleichen Bewegungsablauf iiber t zeigen. 


Den Parameter A? wollen wir noch einer kurzen Betrachtung unterziehen. Wir bezeichnen 
mit @ eine kennzeichnende Lange in Richtung der Kreiselachse a (z. B. die Gesamtlainge) und 
mit b eine kennzeichnende Lange in der zu a senkrechten Ebene (z. B. einen ,,Durchmesser*‘). 
Dann kénnen wir fiir die Masse m und fiir die Drehmassen A und B des Kreisels ansetzen 


m=oma b?, 


A= 04-4 b*, | (13) 


B= oga7 b> 


Die Massenverteilung wird durch die drei Parameter om, 0.4 und gp von der Dimension einer Dichte 
gekennzeichnet. Bei einer ,,Streckung“ oder ,,Stauchung** des Kreisels in der Richtung a oder 
in der dazu senkrechten Ebene bleiben om, 04 und op fest. Der kennzeichnende Parameter }? 
wird nach (9) und (13) das Produkt von vier Faktoren 


ele 


Dabei ist a/b ein Ma® fiir die ,,Schlankheit“ des Kreisels; //a ist der ,,dimensionslose Hebelarm‘ 
vom Stitapunkt zum Schwerpunkt und g/bw; stellt das Verhaltnis von Erdbeschleunigung zu 
Fliehbeschleunigung im Abstand 6 dar und ist damit ein Maf fiir die Beanspruchung des Kreisels 
durch die Fliehkrafte. 


5. Lésung der Bewegungsgleichungen. Die Projektion des bezogenen Schwungvektors 3% 
auf die Achse a ist s4=8ca. Ihre zeitliche Ableitung wird 
(8a) =8' a+a°s 
oder wegen (10) und (11) 
(3a) =A? a [ea] +8 [8a]=0, 
d.h. in Verbindung mit (12) 


s4=(8a)=const =(3a))—1. (15) 
Der bezogene Schwunganteil sin Richtung der Kreiselachse ist zeitlich unveranderlich gleich 1. 


Die Projektion von $ auf die senkrechte Z-Achse wird sp—8e. Da ec raumfest ist, so wird die 
zeitliche Ableitung ; 
(Se)'=3'e oder mit (10) (Se)'=A* e[ea]—0. 
Daraus folgt mit (12) 
SE= (Se) =const = ($e)y)= Aye =COS Ay . (16) 


Der bezogene Schwunganteil sz in Richtung der raumfesten Achse ¢ ist unveriinderlich gleich 
COS Hy- 

GemaB® Abb. 3 gilt also fiir den bezogenen Schwung sx in der von o und e gebildeten Ebene 
nach einem Satze der elementaren Geometric! 


(sx sin a@)?=1-+cos? dy —2 cos ) cosa. (17) 


1 sx ist Durchmesser des Kreises, der durch den Stiitzpunkt St und durch die Endpunkte der Vektoren a 
und cos de geht. 


ty at ‘. ef -ak TA» a ae Act Cher eee re Ww > 
hed RSE SOOM ahs, ee OU Capt 6. 

5 te A Pal NenA ecm, Poe Aire coi 
ra ave 1 ea a pa oe ON aay AIR) Os A 


124 Stange: Uber die Bewegung des stabilen schweren symmetrischen Kreisels.  Ingenieur-Archiv 
i cE ek en A As d tgad aaaA AAad —carhb pnt Lprora Na ol oe iid EN a 


Der Betrag s des bezogenen Schwunges 8 ist vollstandig bekannt, wenn man noch den zur Ebene 
(a; e) senkrechten Anteil sw kennt. Dieser ist sy~=38m, wobei m ein Einheitsvektor in Richtung 
des Moments 3 ist. Es wird wegen m= [ea]/sin a 


1 1 
sm = ——— 8 [ea] = —— e [a8] 
sino sin a 
oder mit (11) 

; 1 coe 1 P 

i Cis Re wie citi (ea) 
’ (18) 

ak, ce, (cos ayi= a | 


Da 
sg? = se le s 
ist, so wird mit (17) und (18) 
st 1+ (ee ta (19) 


sina 


Fir die zeitliche Ableitung von s? gilt wegen (10) 
und (11) 


eg 
hol 
wn 
nw 
Se 
fi 
I 
se 
We 


3— 123 [ea]—=A2e[as]= —A2 ea= —A%(ea)’ 


Abb, 3, 


= s?=konst — A? (ea) =konst — A? cosa. 


Beriicksichtigt man die Anfangsbedingung s?(0)=1, so kommt 
s?=1-+2A?(cos ay)—cos @) . (20) 
Die Verkniipfung von (19) und (20) liefert schlieBlich 
(a sin a)? + (cos d)— cosa) [(cosa)— cosa) — 2 A? sin? a]=0, (21) 
eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir a, die sich durch Trennung der Veranderlichen 
integrieren lat. 
Zur Berechnung von y gehen wir von (5) und (3) aus: 
| dy 
dt 


oA a pice 
B 
Fiihren wir hier ebenfalls die dimensionslosen Veranderlichen 7 und 8 ein, so kommt 


dit) See Be Sati, 
Ee int BOSS ees as 


i da | Bus 
la|= re ge 


dt 3 


Nun ist 
2 2 
STS errr sap 


also mit (19) und (15) 


Site COS Gy—Cos a \2 0 
al? — (Secon + a2. (22) 
sing 
Da a im raumfesten Achsenkreuz durch die Komponenten { sin acos wy; sinasin py; cos a} 

gegeben ist, so findet man nach leichter Rechnung 


a |? = a?+4+ (wsina)?. (23) 
Die Verknitpfung von (22) und (23) gibt schlieBlich fiir die Winkelgeschwindigkeit der Prizessions- 


bewegung 
COS Uy—COS 


sin? : : (24) 


Da man aus (21) den ,,zeitlichen“’ Verlauf von a berechnen kann, so ist aus (24) auch y(t) be- 
stimmbar. Wir wollen jedoch die strenge Lisung der Bewegungsgleichungen nicht weiter ver- 
folgen, sondern uns nun dem eingangs genannten Sonderfall zuwenden. 


Pian ie w 
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6. Beschrankung der Lésung auf ,,kleine“‘ Neigungswinkel. Bleibt « klein, so diirfen wir 


1 ; 
cosa x 1 — pate und sina~a (25) 
setzen. Dann nimmt die Grundgleichung (21) zur Berechnung von a die Form 
(2 aa)? + (a? — a?) [(a? — 02) — 4 A202] =0 (26) 
an. Fiihren wir hier als neue Veranderliche § durch die Gleichung 
a \2 : 
i) =1+f mit £(0) =0 (27) 


ein, so kommt fiir f 

of = Bl —(o— 18]. (28;) 

Dabei ist zur Abkiirzung noch 
1 So 
oe Miata (an i283) 
gesetzt worden. Die dimensionslose Gréfe o ist die Stabilitatszahl des schweren Kreisels. Aus (28) 
ist ersichtlich, daB der Bewegungsablauf bei kleinen Neigungswinkeln a auch noch vom Anfangs- 
wert @ unabhangig wird. Es liegen also ahnliche Verhaltnisse wie bei den Pendelschwingungen 


mit kleinem Ausschlagwinkel vor. Der einzige wesentliche Parameter, der in die Bewegung 
eingeht, ist 4/2, bzw. der Kehrwert davon, die Stabilitatszahl o. 


Bisher haben wir keine einschrankende Voraussetzung iiber o getroffen. Im folgenden be- 
schranken wir uns auf den Fall des stabilen Kreisels mit 
heen NS (29) 


Das ist notwendig, weil sonst die Voraussetzung kleiner Winkel a woh! am Anfang der Bewegung 
erfiillt wird, wenn a, klein ist, aber spater nicht mehr zutrifft. Das zeigt bereits der Sonderfall 
o=1. Dann ist namlich nach (28,) 

pe =p 
oder 


p=> Tee 


d.h. 6 und damit nach (27) auch a? wachst mit t?, so da die Voraussetzung kleiner Winkel a 


schlieBlich sicher verletzt wird. 


Fiir o>1 wird die Lésung von (28,) nach elementarer Rechnung bei Beriicksichtigung der 
Anfangsbedingung [(0)=0 


p= Ae [2 — cos ( e-) .)| (30,) 


oder auch 


p= y sin? (5 ea ; (302) 


o—1 oO 


Der Wert f macht also eine einfache cos-Schwingung. Es ist stets 


1 
Bp=0=ps—,] ai) 


und damit nach (27) 
Gg = 


wobei das Winkelverhaltnis a,/a) durch 


ssc Ryall 9 bn (31,) 
a o—1 
gegeben ist. Der Neigungswinkel a schwankt demnach periodisch zwischen dem (kleinsten) An- 


fangswert dy und dem groBten Wert a, hin und her. Die Schwingdauer dieser Bewegung ist 


nach (30,) 


TN = 22] Las (31,) 
o—t 
und die Kreisfrequenz wird 


ON = as ‘ (3 1,) 
oO 


i *, - by ot 
yf 
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Der mittlere Wert des Neigungswinkels ist 
1 ' 
m= 5 (dy + 44) 5 
und die auf ihn bezogene Schwankung wird mit (31) 


Aa cam 2 VOWS Ve Yond) (31,) 
Um ay+ A \o + \o—1 - 


Den Ausdruck ee wollen wir in die fir a geltende Beziehung (27) einfiihren. Es wird zunachst 


mit (30,) und (31,) 2 
: 1 
21 =) = [1 + cos (ww t)] + [1 ~ ¢08 (on 2)] + oy [1 — c08 (on 2)] 


ao 
oder mit Riicksicht auf (31,) 
2 
2 ( ss ) = 1+ cos(@nT) + (=) [1—cos (wn 7) | : 


ary a) 


Abb. 4. 


Daraus folgt 
2 2 2 2 ; 
az = on “ a Oh tie i = we cos (@ N ) 
NT). 
Setzt man hier 


dy=Am—Aa und a,=an+Aa 


ein, so findet man 


a \2 Aa Z 2 ona 
(2-1 24S cmioner (Ae) 2 


. *e . . . tf 1 . . . 
Bereits fiir Stabilitatszahlen o Za 2 ist Aa/am ae $6? 8° dafS§ man die letzte Gleichung mit 
ausreichender Genauigkeit durch 
a Om —Aa cos (wnT) (325) 


ersetzen darf. In erster Naherung schwingt also der Neigungswinkel a mit der Frequenz oy 
um den mittleren Wert am (Abb. 4). 


4 


XVI. Band 1947. Stange: Uber die Bewegung des stabilen sghweren symmetrischen Kreisels. 2a 
eT La I ae 


Wir sind jetzt auch in der Lage, den Giiltigkeitsbereich der Naherung abzuschatzen. Ver- 


langen wir, da® der gréBte wahrend der Bewegung auftretende Winkel a, < : bleibt, so muf 


me e 
Pa 9 


1 Zea if 
Pea ae (33) 


Oo 


nach (31,) bei gegebenem o>1 


bleiben. Die dem Gleichheitszeichen entsprechende Grenzkurve ist aus Abb. 5 ersichtlich, Alle 
Punkte (a); ¢) in dem geschrafften Gebiet werden durch die Naherung erfaBt. 


Fir den Lagewinkel y folgt aus (24) mit (25) 
Bee iy , 
v=z[1-()] (34) 


oder mit (27) 

et BD e 
Oe Tt Bes 
Z Die Gre » schwankt also bestandig zwischen dem (kleinsten) Wert 0 und dem gréBten Wert 
_ (Abb. 4) 


(34,9) 


Rises ted ag 
OT 9 ea 5 2G" (35) 


Den Mittelwert y, wahrend einer Nutationsschwingung erhalt man aus der Gleichung 


tN TN 
: } if 
ie Oa 
4 1+B (7) seedy 
? Y . Gultigheitsbereich 
_ der Naherung 


Setzt man zur Abkiirzung 


Gade \ 
oe se 5 


so wird mit (30,) nach kurzer Rechnung 


0/2 


‘ ] sin? € le 
Ym = —— Ste OE. 
16 , 
Ne oO 


cos € 7 
0 5 


Da o>1 ist, so gilt die Reihenentwicklung 


(1 ne - cos? e) = 


Grenzkurve 


1 p 1 | 
= 1+ — cos?¢+—, coste + —, cos’e +--+. 
Oo Os 0} 
Ersetzt man im Zahler des Integranden auBerdem gy a7 02 03 04 G5=30° 
sin2¢ durch 1—cos’%¢, so erhalt man Abb. 5. 


m/2 
1 o—l > o—l ri o—l 6 a 
Wy = = 37 ei — cos* é'— ——— cos®é — ---) dé. 
~ Pm = ae tee! 5 cos" € = € =) 


0 


Integriert man gliedweise und beachtet, dah 


a2 
f ane d [risa (21 - 1D) suey? 
[oomede= 35% elegy 
i} 
jst. so kommt fiir jy, die Reihe 
Cee re Se ARPS ee ce ios ogee \ 


Nun. ist 


ee MCE Ul vate US aah Cp urns ih 5° 
Pies NON a We ss 
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so da® wir schlieBlich fiir die mittlere Winkelgeschwindigkeit Ym =p der Prazessionsbewegung 


den geschlossenen Ausdruck 
1 —l 
eS (36,) 
finden. 


Fiir groBe Werte von o gilt angenahert : 
1 1 1 
aS ee oad | ees ati aE 36. 
4 on © ge (lt gel 4o° (362) 
Mit (31,), (31,), (31,) und (36,) sind die den Bewegungsablaut kennzeichnenden GréBen, 
der-gréBte Neigungswinkel a,, die Dauer tw bzw. die Kreisfrequenz wn der Nutationsbewegung 
und die mittlere Winkelgeschwindigkeit p der Prizessionsbewegung als Funktionen der Stabili- 
tatszahl o des schweren Kreisels bekannt (Abb. 6 und 7). 


Ee ee 
aN eae 


Abb. 6. 


7. Der Grenzfall der pseudoregularen Prazession. Dieser soll im folgenden noch kurz gestreift 
werden. Mit Hilfe der vorausgehenden Ergebnisse laBt sich der Winkel 6 zwischen der Schwung- 
achse 8 und der Kreiselachse a abschatzen. Aus (11) folgt 

lal 
sin d= 7 : 
Aus (21) und (22) findet man 
| a |?=2 A? (cosa) —cos a) 
oder mit (25), (27), (28,) und (30,) 


‘ : Gon” vl ; i 
os We eo sin (> ON t) : (37) 


Aus (20) kommt 


ee eee : ( 
=1+ia?=1+ - — s rt 
a 4 - (o 1) in 2 ON r) 
oder mit hinreichender Genauigkeit ; 
2 
ay 1 geal 
szl ao 8 = ws (oc — 1) sin ( 9 ON t) . (38) 


a 
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Ks ist also unabhaingig von 7 stets 


2 


: 1 
(ie hee pnd -s = 1 
2 V/o(e—]) 
also 
0) I 1 13 


@ ~~ 2 Veal) 20" 


(39) 


Fiir grobe Stabilitatszahlen sind demnach die Achsen 3 und a praktisch nicht voneinander zu 
unterscheiden (Abb. 6). In diesem besonderen Falle folgt aus (10) die Bewegungsgleichung 


I 
hae [es], 


aus der sich miihelos die Eigenschaften der »pseudoregularen“ Prizession ablesen lassen. 


3 ~A*[e3] 


40 SY T 
| es eS Se es a el 
S 
\ pee 
ee 
\ Bes 
G8 S T = Ti T at 
\ | 
Ni wy 
56 R | Ne one 4 
~ 
\ 10 cop 
N 
o4 . us ale Dass ie | L 
. p 
oo 
N 
S wp-W2 
—————_————_—_— T 
a 7 Zi RA Y & 6 7 & 9 70 17 12 
Abb. 7 


8. Die Bewegungsgleichungen fiir die Richtungswerte x und y in der waagerechten Ebene. 
Bisher haben wir die Lage der Kreiselachse a im raumfesten (X, Y, Z)-Achsenkreuz durch den 
Neigungswinke! a und den Prazessionswinkel y gekennzeichnet. Jetzt wahlen wir dazu die Rich- 
tungswerte x, y,z des Vektors a. Seine Projektion auf die waagerechte Ebene sei 3 (Abb. 1). 
Richten wir unser Augenmerk auf die Bewegung von 3, so ist seine Lage in den vorausgehenden 
Abschnitten durch Polarkoordination (a, y) gegeben, wahrend wir im folgenden dazu recht- 
winklige Koordinaten (x, y) benutzen. Da z?=1—x?—y? ist, geniigt es, den zeitlichen Verlauf 
von x und y zu berechnen. 


Multiplizieren wir (11) vektoriell mit a, so finden wir 


[aa] =[a[sa]] = (aa)s—(a8)a 
g3=a+faa]. (40) 


Damit ist der bezogene Schwung 3 in Abhangigkeit vom Achsenvektor a dargestellt. Setzt man 
diesen Ausdruck in (10) ein, so erhalt man als Vektorgleichung fiir a 


a-+[aa} =A[eq] (41,) 


oder wegen (15) 


oder 


a+[aa] = A2fea]. (41,) 


ARS Re ee Pee de 


°. 7 ye 


~ pt : : 4 ; . iy Veg . ie ec - 
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Es ist nun e={0;0;1} und wegen der kleinen Neigungswinkel in erster Naherung 
aw{x; y; 1} und a {x; y; 0}. | 
Damit erhalt man aus (41,) die Komponentengleichungen nach der X- und Y-Richtung | 
é . - } 


wi ye ay , | 


Pee (a) 

Anfangs ist gemaB (12) mit a(0)=a) und y(0)=—0 
x(0)=ay und (0) 0, (42,) || 

und wegen (11) und (12) gilt dg = [M9 %] = 0 oder ; 
x0)=0 und ¥(0)=0._ (42,) 4] 


Multiplizieren wir die erste Gleichung (41;) mit -i und addieren sie zur zweiten. so finden wir 


fiir den Vektor ~ 


jaxtiy (43) 4 
in der waagerechten Ebene die Difterentialgleichung zweiter Ordnung {| 
4—14—A%3z=0. (432) 
Die Anfangsbedingungen sind wegen (42,, 9) 
3(0)=a, urtd 3(0)=0. (43,)- =| 
Zweckmabig fithren wir auch hier die neue Veranderliche at 
$2 =¢= ms (44) 
, 0 
ein, damit die Lés:ung vom Anfangswert a) unabhangig wird. Dann kommt 
E-i6—J2T=0 (44) 
mit 
C(0)=1' und, ¢(0)=0. (44.3) 
Geht man in bekannter Weise mit dem Ansatz Gone °" in (445) ein, so findet man fir @ die 


quadratische Gleichung 
wo2—@ +/A2=0 


mit den Lésungen 


(45) 


ee 


Der Lagevektor ¢ in der waagerechten Ebene bzw. die ihm zugeordneten Richtungswerte x 
und y schwingen also mit zwei Frequenzen, einer .,schnellen‘‘ @, und einer ,,langsamen «2, 
(Abb. 8). Ersichtlich ist nach (36,) 

W,=OP., (46,) 


so daf die langsame Frequenz als die der Prazessionsbewegung erkannt ist. Jedoch ist nach (31,) 


WM, +ON. (46,) 
Entwickelt man wy gema® (31,) in eine Reihe nach fallenden Potenzen von o, so kommt 
1 
ea | [ay eet cual 
“ wa 26 
Entsprechend folgt aus (45) : 
@,;=1 : oS 
Li 4 
; d Lee 
Man sieht. da® der Unterschied w,—@n = tg ow fiir groBe Werte von o belanglos wird. Es gilt ~ 


also dann 
WO, + WN. (46.) 
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Fiir Werte von o in der Nahe von 1 ergeben sich jedoch betrachtliche Abweichungen. Die schnelle 
Frequenz @, der Richtungswerte x und y ist also nicht gleich der Nutationsfrequenz wy des 


Kreisels (Abb. 7). : 


Das Frequenzverhaltnis @,/@, ist nach (31,) 


=—*, (47) 


Wy, Oe 
also gleich der (auf den Mittelwert am) bezogenen Schwankung des Neigungswinkels a. 
Die allgemeine Lisung von (44,) hat die Form 


EW. Tt 


< TOT 
Ce Ge 


+ Cy € 


Tp ~ 43 s 


(wp tay)t 
2 
Q 7 2 “3 4 5 6 
Abb. 8. 
Aus den Anfangshbedingungen (44,) 
C(0)= ¢,+¢, sca 
€(0) =(c,@,+¢,m.) 1 =0 : 
findet man 
Ds w 
¢=— a i) (0 Cie eee cae 
W1—Ws 1—Ds 
Es wird also 
& £S bia ( 0D a WOT ate a Py WM» a) (48,) 
O1—WMs 
oder, indem man Real- und Imaginarteil trennt, 
1 
a — [—a, cos (@,T) + 0, cos (wy aie | 
EER (48,) 
1 ; ; ] | 
i= -~—[— w, sin (@, 7) + @, sin (M2T)} . 
W4—We 


Da die Frequenzen w, und w, durch (45) als Funktionen von o bekannt sind, so ist die allgemeine 
Lésung damit vollstandig bestimmt. 


ee Dee Ah pa eo. Pettit Clue Pres Sel Aly re a 
, NENA NAL he arti a aE Ly She 2, 
; i$ a ng 
1) we s .. a ; \ | 
ey 
+} 
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9. Vergleich der Lésungen (a; y) und (x;y). Wir wollen im folgenden entscheiden, ob die 
Abweichung zwischen den schnellen Frequenzen @, und wy etwa durch unterschiedliche Gitte 
der Lésungen (a; y) und (x; y) verursacht wird. Das ist nicht der Fall, wenn sich eine Lésung 
aus der anderen herleiten 1aBt. ‘| 

Bei kleinen Neigungswinkeln a gilt mit der Naherung (25) 

gros ge cosy und 7, = xt siny. (49) 

Co Oo 
Fiir a und y gelten die Differentialgleichungen (26) baw. (28,) und (34). Lést man (49) nach a 
und y auf und setzt das Ergebnis a(&,, 7,) und (&,,7,) in die eben genannten Differential- 


gleichungen ein, so findet man schlieBlich Beziehungen zur Berechnung von €, und 7,, von 
denen zu zeigen ist, ob sie mit (41,) itbereinstimmen oder nicht. ® 


Zunachst wird aus (49) mit (27) 


Anlst Moly ea 


ern 


(50) 

fe =tey | 

und daraus durch Ableitung nach t mit (34,) 
g : ad es 
b4bs t+ ee = ee 5 B ? (51,) 
0 
: ; EN eas es 

fe Nx — Nx oe er ca Wis 3 ?P < } (51,) 


Erhebt man diese beiden Gleichungen zum Quadrat und bildet ihre Summe, so kommt mit (28,) 


(62 + (EL + 7) = (B+ B) = 2B + A) 
oder wegen (50) 
| ft, = 28. 
Die Ableitung davon wird : 
EEA nate = = AB. 
Ks war | 


A - ‘Wee 
oe cert ele eaee (51,) 


Lést man diese zwei ,,linearen“ Gleichungen nach den ,,Unbekannten“‘ £; und 7, auf, so findet 
man 


Ppa 
P 1 Nelle Pes Be Ay Tet 
$4 pe oa at ne oor ee a er 
Sx "x Sx Mx — Nx Sx 
a fines: 
| Se ") se 
und “3 és 
Sx i | 
pie te IA Bade anes 
* — | ee ee ‘e > —~ ? z= Be Cente 
| Sx VE? ‘ Se Nx Nex Sx F 
Ne 3 
Sx Ix 


Nun ist nach (51,) 
1 te 5 ib oc 
ce Ne Nabe = 9 p. 
so daf} sich die Gleichungen fiir €; und 7, zu 
é,= ry, Aas aie Ge ? | 
Ne=+A2E, — E, 
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vereinfachen. Das System (52) stimmt mit dem auf anderem Wege gewonnenen System (41;) 
vollig tiberein. Damit ist gezeigt, daB die durch Polarkoordinaten a(t), p(t) gegebene Bewegung 
(des Abschnitts 6) véllig mit der Liésung (des Abschnitts 8) in rechtwinkligen Koordinaten 
»x(T), y(t) tibereinstimmt. © 


Hinsichtlich der schnellen Frequenzen wy und , haben wir demnach folgenden Zusammen- ; 
hang bewiesen: Wahrend der Neigungswinkel a mit der Nutationsfrequenz my um einen mitt- bs 
leren Wert dm pendelt, schwingen die waagerechten Richtungswerte x und y des Achsenvektors a r 
u. a. mit der ,,schnellen‘‘ Frequenz «,. Nach (31,), (36,) und (45) ist at 

WO,=On+OP. (53) Ay 


Aus (48,) erhalt man nunmehr fiir 3 =a) 6 


Oy, Wy iat i WyT \ 
,= Oven aa (— é€ +e . 
M,— Wg My 
Nun ist wegen (47) 
Oy Ug 
a Sp el 
0 @, —@O Aa ite 
1 2 [eee 
Om 


so da 3 die Gestalt 


Bi rotar el OPT 4 in el(On “ p)t 
annimmt. Trennt man schlieBlich noch Real- und Imaginarteil, so kommt (Abb. 8) 


x =m cos(M@pt) —Aacos(wn+op)t, | 
: é (54) 
¥ = Gm sin(wpt)—Aasin(@n+ wp)t. | 


Die Richtungswerte x und y entstehen durch Uberlagerung zweier Schwingungen. Die Amplitude peg 
der ,,langsamen‘: Schwingung ist gleich dem mittleren Neigungswinkel am, und ihre Kreisfrequenz 
ist gleich der Prazessionsfrequenz wp der Kreiselachse. Die Amplitude der ;,schnellen“‘ Schwingung 
ist gleich der Schwankung Aa des Neigungswinkels, und ihre Frequenz ist gleich der Summe 
aus der Nutationsfrequenz my und der Prazessionsfrequenz wp. Das letzte Ergebnis ist anschau- 
lich nicht ohne weiteres zu erwarten. 


10. Zweite Lésung der Bewegungsgleichungen. Im Abschnitt 5 haben wir die Bewegungs- 
gleichungen (10) und (11) auf dem iiblichen Wege gelést, indem wir der Reihe nach die ver- 
schiedenen Komponenten $4, sz, sk und sy des bezogenen Schwunges 3 berechneten. Die Glei- 
chungen (10) und (11) bzw. (41,) lassen sich nun formal einfacher [aber weniger anschaulich(!)| 

_folgendermafen lésen. 


Multipliziert man (41,) skalar mit e und beachtet, daB ¢ verschwindet, so kommt es 

‘ Ne yi & 

(ea) +(e[aa]) =0 om 

ey, 

oder nach Integration bei Beriicksichtigung der Anfangsbedingung (12) a(0)=0 : 4 
‘a 

ea + e [aa] =const =cos a . ie 

, 

; oka s ase “y 

Das Produkt e[aa] vereinfacht sich wegen e= {0;0; 1} auf die Z-Komponente w sin®a des Vektors i 
faa]. Also gilt ‘a 


wp sin?a=cos dy cos a , (55) 
was mit (24) tibereinstimmt. 
Eine zweite Beziehung zwischen a und wy finden wir, indem wir (41,) skalar mit 4 multipli- 
zieren. Es wird 


woe 


aa = Aza [ea] =Aze [aa | ; 
Or 
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Ersetzt man [aa] gema8 (41,) durch /?[ea]—a, so kommt 


G ‘al’) =a = —A%ea = —A%(ea). 


e 
Integration liefert mit 4(0)=0 
’ 4 lee —A*(ea) +konst = A? (cos dy — cos a) 
oder 
a? + (p sina)? = 2A?(cosa)— cosa) . (56) 


Entfernt man aus (55) und (56) die Ableitung wp. so findet man die Grundgleichung (21), die 


damit auf anderem Wege hergeleitet worden ist. 


11. Zusammenfassung. Liegt der Schwung & des Kreisels zu Beginn der Bewegung in der — 


Kreiselachse a, so enthalten die Bewegungsgleichungen des schweren symmetrischen Kreisels 
vier wesentliche Parameter: das ,,Einheitsdrehmoment’: Gl, die Querdrehmasse B, den An- 


fangsschwung | €)|— Sy= Aw, und den Neigungswinkel a, (der Kreiselachse a gegen die Senk-_ 


rechte) zu Beginn der Bewegung. 


Durch Einfiihrung dimensionsloser Gréfen, des ,,bezogenen*’ Schwunges $=G/S) und der 
,.dimensionslosen Zeit’ t=(S)/B)t, 1aBt sich die Zahl der wesentlichen Parameter auf zwei 
herabsetzen, a) und o, die Stabilitatszah! des schweren Kreisels. 

Fir einen stabilen Kreisel mit o>1 bleibt der Neigungswinkel a ,,klein“‘, wenn er am Anfang 
der Bewegung ,,klein‘* war und wenn o ,,nicht zu dicht“ bei | liegt (Abb. 6). In diesem Falle wird 
der Ablauf der Bewegung (ebenso wie eine Pende!schwingung mit kleinem Ausschlagwinkel) 
auch noch vom Anfangswert Gd) unabhangig. Man gewinnt also die kennzeichnenden Griffen 
der Bewegung, den gréBten Neigungswinkel a,, die Kreisfrequenzen wy und wp der Nutations- 
und Prazessionsbewegung und den gréBten Winkel! 6, zwischen der Kreiselachse a und der 
Schwungachse © als Funktionen der Stabilitatszahl o (Abb. 6 und 7). 


Zur Beschreibung der Bewegung kann man die Lage der Kreiselachse in einem raumfesten 


Achsenkreuz entweder durch die Eulerschen Winkel (a, y) oder durch die Richtungswerte — 


(x, y, 2) kennzeichnen. Wahrend a mit der Nutationsfrequenz my um den mittleren Wert Gm 
schwingt und y mit der mittléren Winkelgeschwindigkeit ~p wachst, enthalten die waagerechten 
Richtungswerte x=a cos y und y=asin y neben der ,,langsamen“ Priazessionsfrequenz wp nur 
noch die ,,schnelle“* Frequenz (wv+op), was auf Grund der Anschauung von vornherein nicht 
zu vermuten ist. 


(Eingegangen am 16. Dezember 1946:) 
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Eine Theorie der Stabilitat der elastischen Bewegung. 


Von E. Mettler in Oberhausen-Sterkrade. 


1. Einleitung. In der Elastostatik wei8 und beachtet man langst, daB dem Gleichgewicht 
emes ruhend belasteten Kérpers die Eigenschaft der Stabilitat oder der Instabilitaét (oder im 
Grenzfall der Indifferenz) zukommt, und die zugehérige Theorie hat schon eine weitgehende 

_Durchbildung erfahren. Daneben ist es noch wenig bekannt, daf in der Elastokinetik die Bewegung 
eines zeitlich veradnderlich belasteten Kérpers ganz parallele Eigenschaften aufweist. Unter- 
suchungen vorwiegend aus jiingster Zeit haben nimlich folgenden Sachverhalt gezeigt: Wenn 
man einen pulsierend belasteten Kérper zusatzlich etwas anstéft, so da sich iiber seine stationdre, 
erzwungene Schwingung Nachbarbewegungen lagern, so kénnen diese Nachbarbewegungen be- 
grenzt bleiben, unter bestimmten Umstanden aber auch unbeschrankt anwachsen, so daf sich 
der resultierende Bewegungszustand immer mehr von dent (in diesem Falle instabilen) Ausgangs- 
zustand entfernt. Bisher sind allerdings zu dem kinetischen Stabilitatsproblem nur einige spezielle 
Untersuchungen ohne Einordnung in einen systematischen Zusammenhang erschienen. Sie be- 
fassen sich mit Biegeschwingungen von Saiten!, Staben? und Platten unter pulsierenden Langs- 
kraften, von Kreisringen unter pulsierenden Radialkraften*t und mit Kippschwingungen von 
I-Tragern unter schwingenden Axiallasten und Endmomenten®. Ferner habe ich in einem friiheren 
Aufsatz® die Stabilitatsfrage fiir elastische Schwingungen, die in den eben genannten Arbeiten 
noch nicht ganz klar ausgesprochen war, allgemein formuliert und habe an dem Beispiel.des 
axial pulsierend belasteten Stabes gezeigt, dafsi man die genannte Frage nur dann richtig be- 
antworten kann, wenn man — genau wie in der statischen Stabilitatstheorie — in den Verzerrungs- 
Verschiebungs-Gleichungen nichtlineare Glieder mitnimmt, wahrend die ibliche linearisierte 
(klassische) Schwingungstheorie gar nicht auf Instabilitatserscheinungen fiihren kann. 


Die folgende Arbeit stellt nun den Versuch der Grundlegung einer allgemeinen dreidimen- 
sionalen Stabilitatstheorie der elastischen Bewegung dar; ich gebe hier die allgemeine mathe- 
matische Formulierung des Stabilitaétsproblems durch eine Variationsgleichung oder ein damit 
agquivalentes System von Differentialgleichungen. Wer dann aus diesen Gleichungen — oder in 
Sonderfallen auch unmittelbar aus den speziellen Gleichungen des Problems — die praktischen 
Stabilitatsbedingungen ableiten will, wird mit Recht den in der Elastokinetik itiberwiegend wich- 
tigen “Fall der durch harmonisch pulsierende Krafte angeregten Schwingungen in den Vorder- 
grund stellen. Dies haben in der Tat alle bisher zu unsrem Thema erschienenen Untersuchungen 
getan. Die vorliegende Grundlegung der Theorie soll aber ohne die genannte Kinschrankung 
hinsichtlich der a4uBeren Lasten durchgefiihrt werden. 


Den Ausgangspunkt der ganzen Untersuchung bildet die allgemeine Elastizitatstheorie end- 
licher Verschiebungen in der Form, wie sie in Weiterfiihrung Trefftzscher Gedankenginge von 
Kappus’ aufgestellt wurde, und zwar stiitze ich mich besonders auf die Variationsprinzipe dieser 
Theorie. Zur Allgemeinheit der Ansiatze sei schon hier bemerkt, da sie im Verlauf der Unter- 
suchung geringfiigig eingeschrankt werden wird, und zwar hauptsachlich durch eine Voraus- 
setzung iiber die auf ihre Stabilitat zu untersuchende Ausgangsbewegung. Wesentlich ist ferner, 
da alle Dampfungseinfliisse in den Gleichungen vorlaufig vernachlassigt werden miissen, obwohl 
gerade-die Dampfung bei der Frage der Ubereinstimmung der hier vorgefiihrten Theorie mit 
der Wirklichkeit eine wesentliche Rolle spie!t?. Die aufgestellten kinetischen Grundgleichungen 
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5 S. Woinowsky-Krieger, Ing.-Arch, 13 (1942) S. 197. 

6 KE. Mettler, Ing.-Arch. 13 (1942) S. 97. 

7 R. Kappus, Z. angew. Math. Mech. 19 (1939) 5S. 271. 
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erweisen sich als eine Erweiterung der von Trefftz'! auf anderem Wege abgeleiteten statischen | 


Gleichungen. Diese Tatsache ist insofern wesentlich, als sie die Analogie des statischen mit dem 
feuechen Stabilitatsproblem, die sich schon in dem speziellen Beispiel des axial pulsierend 
belasteten Stabes gezeigt hatte?, auch im allgemeinen Fall klar hervortreten laBbt. 


2. Einiges aus der Elastizititstheorie endlicher Verschiebungen. Zunachst sollen ohne Beweis 
einige Tatsachen aus der Elastizitatstheorie endlicher Verschiebungen angefiihrt werden®. Wir 
betrachten einen beliebigen elastischen Kérper aus homogenem und isotropem Material unter 
der Einwirkung von raed konstanten oder veranderlichen Kraften. Von vornherein sei an- 
genommen, daf die Verzerrungen des Kérpers so klein bleiben, da wir ein lneares Elastizitats- 


gesetz voraussetzen und die elastischen Eigenschaften des Kérpers durch die itblichen Material-_ 


konstanten EF (Elastizitatsmodu!) und » (Querkontraktionszahl) kennzeichnen kénnen. | 


a) Koordinatensystem. Als Koordinatensystem verwenden wir ein kérperfestes Achsen- 
kreuz x,, X9, X3, das vor der Verformung (im unbelasteten Kérper) rechtwinklig ist. Jeder Kérper- 
_ punkt wird dauernd durch ein bestimmtes Zahlentripel! (x1, x2, X3) bezeichnet, welches die recht- 
winkligen Koordinaten des Punktes vor der Verformung bedeutet. 


b) Elastische Verschiebungen. Die Kérperpunkte erfahren elastische Verschiebungen 
mit den Komponenten u,, Us, us in Richtung der unverformten Koordinatenachsen. 


c) Geometrische Randbedingungen. Auf gewissen Oberflachenteilen sind den 
elastischen Verschiebungen bestimmte geometrische Bedingungen (Auflagerbedingungen) vor- 
geschrieben. 


d) Belastungen. Im Innern des Kérpers sind Volumkrafte mit den Komponenten X,. 
X,, Xs, auf gewissen Oberflachenteilen Oberflachenkrafte mit den Komponenten p,, py, Pp; vor- 
geschrieben. Die Komponentenzerlegung bezieht sich auf die Richtung der unverformten Ko- 
Brdanacen sekeea, Die Krafte sollen als Ortsfunktionen zeitlich konstant oder variabel gegeben 
sein. Sie sollen unabhangig von den elastischen Verschiebungen ihrer Angriffspunkte sein. 


e) Gittervektoren. Jedem Punkt des verformten Kérpers sind drei Gittervektoren 4q,, 
J, G3 zugeordnet, die kurz so definiert werden: Ein kérperfestes Parallelepiped, das vor der Ver- 
formung die Kanten dx,, dx,, dx; in Richtung der Koordinatenachsen hat, geht durch die Ver- 
formung in das Parallelepiped mit den Kanten g,dx,, godx5, g,dx5 tiber. 


f) VerzerrungsgréBen. Die skalaren Produkte je zweier Gittervektoren hefern die sechs 
., VerzerrungsgréBen“ : 


Bates (> | 0 fir i +7 
Die Ausrechnung ergibt ; 
3 
dU; 0 uj du, du 
eohsh ere et patie ee ES ee 1 
cae 0 Xj Ser ae Wea IO 63 (1) 
Es ist somit ‘ 8ij = Bii- 


g) SpannungsgréBen. Ein Parallelepiped mit den urspriiglichen Kanten dx,, dx, dx, 
werde verzerrt. Auf seine Seitenflache mit den Seiten g,dx, und g3dx, wirke die Schnittkraft 
f;dx,dx;. Dann ist f, ein Spannungsvektor (Kraft, bezogen auf die unverzerrte Flaiche). Ent- 
sprechend werden die Spannungsvektoren f, und f, definiert. Wir zerlegen die f; nach den Rich- 
tungen der drei Gittervektoren und vakeaileri 


fi = ki1 9) + kia gy + his 93. 


Die so definierten Koeffizienten fj; heiBen Spannungsgréfen. Sie sind nicht identisch mit den i 


iiblichen Spannungen o, t der klassischen Elastizitatstheorie, gehen aber fiir unendlich kleine 
Verzerrungen in diese Spannungen iiber. Auch fiir die SpannungsgréBen gilt die Symmetrie- 
beziehung 

{j= Gi 4 


z E. Treffis, Z. angew. Math. Mech. 12 (1933) S. 160. 
* FE. Metiler, Ing.-Arch. 13 (1942) S. 97. 
* Vorwiegend nach Kappus, Z. angew. Math. Mech. 19 (1939) S. 271. 
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_ h) Elastizitatsgesetz. Zwischen den Spannungs- und Verzerrungsgriéfen bestehen die 
_ sechs linearen Gleichungen 
7 3 


tye oO: v 
kis 6( a Str Wee om Y &) ’ (2) 


ki ~Ggy fir i4;. 
_ wobei zur Abkiirzung der Schubmodul G = 


E : 
>> _ eingefiihrt ist. 
21-9) gefiihrt ist 

' i) Elastis ches Potential. Das elastische Potential oder — bei adiabatischer Formanderung, 
- die wir hier voraussetzen wollen — die im Korper aufgespeicherte Forminderungsarbeit ist 


- 


3 r) 
A=Tf[f > ga kydu dx dy. (3) 
Sg ail 


Das Raumintegral ist iiber den ganzen Kérper zu erstrecken. 


k) Potential der auBeren Krafte. Als Potential der duBeren Krafte bezeichnet man die 
negative Summe der Produkte aus den Kraften und den Verschiebungen ihrer Angriffspunkte, 


also den Ausdruck 
; 3 3 
Va — fff, Xcmda day des— ff J, prude. (4) 
— t=) 


Das Raumintegral ist iiber das Volumen, das Oberflachenintegral. in dem do das Flachenelement 
bedeutet, iiber die Oberflache des Kérpers zu erstrecken, 


‘l) Variationsprinzipe. Fiir das elastische Gleichgewicht gilt das Prinzip der virtuellen 
Verriickungen 
0(A+V)=0 th) 


und fiir die elastische Bewegung das Prinzip von Hamilton 
is 
§ [(A+V—T)de=0, (6) 
hh 


worn 


© 2 2 
T= /{f2 Die) dads, (7) 


die kinetische Energie, 9 die Massendichte und t die Zeit bedeutet. Die Variationsgleichungen (5) 
und (6) besagen, daB® die wirklich eintretenden elastischen Verschiebungen die hinter den 0- 
Zeichen stehenden Ausdriicke zu Extrema!werten machen. Zur Konkurrenz zugelassen sind dabei 
alle Verschiebungen, die fiir alle Zeit die geometrischen Randbedingungen erfiillen und im Falle 
der Bewegung iiberdies zu den Zeitpunkten t, und t,im ganzen Korper mit den wirklichen Ver- 
schiebungen zusammenfallen. 
Zur Begriindung der Gleichungen (5) und (6) kurz das folgende: Das Prinzip der virtuellen 
Verriickungen fiir endliche elastische Verschiebungen hat Kappus a. a. O. abgeleitet. Das Prinzip 
~ von Hamilton bringt er nicht explizite. Es folgt aber unmittelbar aus der in der klassischen wie 
in der Elastizititstheorie der endlichen Verschiebungen geltenden Arbeitshauptgleichung fiir 


bewegte Kérper 


s4a fff Kiam dnrdn dn ff 5 pidude- ea oa Gere 
t= , fay rei 


wenn man diese Gleichung zwischen t, und t, nach t integriert und die aus der klassischen Theorie 
wohlbekannten Umformungen ausfiihrt. 

Mit (5) und (6) sind die Probleme des elastischen Gleichgewichts und der elastischen Be- 
wegung endlicher Verschiebungen durch Variationsgleichungen ausgedriickt. Man kann von 
ihnen aus nach den Regeln der Variationsrechnung zu den Verschiebungsdifferentialgleichungen 
und den Gleichungen der dynamischen Randbedingungen gelangen. Da in (3) unter dem Integral- 
zeichen ein Polynom vierten Grades der Verschiebungsableitungen steht, werden die Differential- 
gleichungen nicht linear. Die beiden genannten Darstellungen sind dquivalente Darstellungen 
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der Probleme. Wir bleiben fiir die weiteren Untersuchungen zunidchst bei den Variations- 


gleichungen. 


3. Allgemeine Formulierung des Stabilititsproblems. Die Behand!ung der hier zur Diskussion 
stehenden Stabilitatsfrage griinden wir auf das altbekannte und in der ganzen Mechanik benutzte 
Prinzip, das in der Kinetik den Namen ,,Methode der kleinen Schwingungen“ tragt. Vorgelegt 
sei als Grundzustand ein bestimmter, auf seine Stabilitat zu untersuchender Gleichgewichts- 
oder Bewegungszustand mit den Verschiebungen u'), die cin Lésungssystem der Gleichung (5) 


bzw. (6) darstellen. Wir fragen nach dem ,,gestérten“’ Zustand oder dem ,,Nachbarzustand™ 
(0) =< 
Uj =U; Ui (9) 


unter den gleichen Lasten und Auflagerbedingungen, wobei die u; kleine, streng genommen sogar 
infinitesimale Zusatzverschiebungen bedeuten, deren Charakter Auskunft iiber die Stabilitats- 
eigenschaften des Grundzustandes geben soll, wie sogleich noch naher ausgefiihrt wird. Die Be- 
rechnung der u; beginnt damit, da wir (9) in die Ausdriicke A+V bzw. A+ V—T einfihren 
und nun in den Variationsgleichungen (5) bzw. (6) die uw; als unbekannte Funktionen betrachten. 
Die in A+V bzw 4+V—T unter den Integralzeichen stehenden Ausdriicke kénnen nach Po- 
tenzen der Ableitungen der u; entwickelt und die Entwicklungen wegen der Kleinheit der u; 
hinter den quadratischen Gliedern abgebrochen werden. Damit ist die Bestimmung des gestérten 
Zustandes auf ein lineares Problem zuriickgefiihrt: in den Eulerschen Differentialgleichungen 


der Variationsrechnung erscheinen ja nur noch lineare Glieder. Die Auflésung der Gleichungen _ 


im Einzelfall ist eine rein mathematische Aufgabe, die durch die Linearisierung jedenfalls erheb- 
lich erleichtert ist. 


Bleiben wir in der Statik, d.h. untersuchen wir nur Nachbargleichgewichtszustande zu 


Grundgleichgewichtszustanden mittels (5), so kann allerdings das. beschriebene Verfahren fiir 
sich allein nicht zur vollstandigen Lisung des Stabilitatsproblems fiihren. Man kommt namlich 
mathematisch gesprochen auf ein lineares Eigenwertproblem, das nur fiir bestimmte kritische 
Werte der Belastung Lésungen besitzt und damit Nachbargleichgewichtszustande liefert, fiir 
alle andern Lasten dagegen einfach die Lésung Null! hat. Man findet also die Verzweigungspunkte 
des Gleichgewichts. Ob aber der Grundzustand auBerhalb dieser Verzweigungspunkte stabil oder 
labil ist, d.h. ob der elastische Kérper bei einer kleinen Stérung des Grundzustandes in diesen 
zuriickstrebt oder sich weiter von ihm entfernen will, kann man natiirlich nicht aus den nicht 
existierenden Nachbargleichgewichtszustanden, sondern nur durch besondere Untersuchungen 
erkennen, die tiblicherweise an die Energieverhaltnisse ankniipfen. 


In der Kinetik dagegen erledigt das Hamiltonsche Prinzip (6) mit den aus ihm abgeleiteten 
Gleichungen die Stabilitatsfrage vollstiéndig, und zwar deshalb, weil Nachbarbewegungen 
zu irgendeinem Grundzustand ja immer existieren!. Daher lat sich immer feststellen, ob sich 
die durch eine kleine Stérung entstehende Nachbarbewegung in der Nahe des Grundzustandes 
halt oder die Tendenz hat, sich von dem Grundzustand zu entfernen. Das ist die Entscheidung 
zwischen Stabilitat und Labilitat, wie man sie anschaulich aus dem Charakter des Bewegungs- 
verlaufs abliest. In scharferer Formulierung sprechen wir unter Anlehnung an den Stabilitats- 
begriff der allgemeinen Mechanik? dann von Stabilitat des Grundzustandes, wenn die Betrage 
der u; dadurch fiir alle Zeit beliebig klein gehalten werden kénnen, daB man die Anfangsstérung 


0 U; 


(d. h. die willkiirlich gewahlten Verschiebungen u; und Geschwindigkeiten zu einem beliebigen 


Anfangszeitpunkt) absolut genommen klein genug macht. Wenn dagegen fiir die |u;| keine obere 
Schranke existiert, die mit der Anfangsstérung gegen Null strebt, so hei®t der Grundzustand abil. 


Durch Berechnung der Nachbarbewegungen kann man also die Stabilitatseigenschaften einer 
elastischen Bewegung untersuchen, aber auch eines elastischen Gleichgewichts. Das Gleichgewicht 
erscheint in diesem Zusammenhang einfach als Sonderfall der Bewegung und wird deshalb im 
folgenden automatisch mitbehandelt. Doch sollen der Vollstaéndigkeit halber auch die aus (5) 
folgenden rein statischen Gleichungen mit angeschrieben werden. 


1 Es sei hier gestattet, diese Behauptung ohne Heranziehung mathematischer Existenzbeweise unter 
Berufung auf die physikalische Anschauung auszusprechen. 

2 Vel. Ph. Frank und R.v. Mises, Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik, 
Bd. II, 2. Aufl., Braunschweig 1935, S. 129. — F. Klein und A. Sommerfeld, Uber die Theorie des Kreisels. 
Leipzig 1897-1910, S. 342. 
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s Nun zur wirklichen Aufstellung der Bestimmungsgleichungen fiir die Zusatzve 
Wir fithren dazu den Ansatz (9) zunachst ‘in (1) ein. Bezeichnen wir mit dem 
Index oben() Glieder nullten Grades, | 

oben()  Glieder ersten Grades, 


oben (2)  Glieder zweiten Grades | 


rschiebungen u;. 


in den wu;. 


so wird allgemein 


(0) Q) (2) 
8 = By + Bij + Bij - 


Ebenso setzen sich auch die ki nach (1) und (2) aus ,,konstanten“, linearen und quadratischen 
Gliedern zusammen: 
(O) (1) (2) 
: Heide te Be he a 
Dann kommt aus (3), (4) und (7) 
A = A() +; AQ) +-A) + Glieder dritten und vierten Grades, 
die weggelassen werden, + 
V=VO+ VOr+ Vey, 


T=TO+ TH+ TO, 


und es wird 


3 
1 (0) 4 () () (0) J 
Gre an If D, (wit hi + gi hy dx, d xy dx, (10) 
1 


i,j= 
re 
2 1 (0) » (2) aD yea GD En eat (SY ON (I)) 

Al _— hf >. (g;; kj + Si ki; “ate Sij ki; ) d xy d Xo d x) A (11) 

ij=1 
3 3 

vo=— fff y Xiti dx, dx, dx, -[f > Di badd : 
vi u=1 

VO=0, 3 


(0) 


3 
OU On: 
Oo Set LEAT ig 
$k Ife 2, oF 5, 1 a Xn a Xs, 
: . 
9 0 U; 2 ¢ 
T@) =/{f3 Aer ) da, dx, 5". (12) 


Die Glieder A, V(° und T() interessieren nicht, da sie in (5) und (6) als .,.Konstante™ nicht 
variiert werden und deshalb wegfallen. Ferner ist festzustellen, daf 
ty 
f (A®4+ VO—T))dt—0 (fir die Bewegung) 


4, 


bzw. 


AQ) + VO = 0 (fiir die Ruhe) 


gilt, weil die in diesen Gleichungen links stehenden Ausdriicke einfach die ersten Variationen von 
ty 


J[(A+V—T)dt bzw. A + V darstellen, wobei fiir die Ou; die speziellen Variationen u; gesetzt sind, 


ty 
und der Grundzustand u‘ voraussetzungsgemaB der Gleichung (6) baw. (5) geniigt. 


Damit geht (5) und (6) iiber in 


t, 
of (A@®) — T@))dt—0 (kinetische Gleichung). (13) 
“ ‘ 
, 0 Al?) = 0 (statische Gleichung). (14) 


Variiert werden darin die u; . 
Die Variationsgleichungen (13) und (14) bestimmen die Nachbargleichgewichtszustande baw. 
Nachbarbewegungen zum Grundzustand vollstandig. Sie formulieren also die Stabilitatsprobleme 


ps rin tes 


‘ 


Fe 


ree 
eS 


SS 
y 
2 


+) 
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in allgemeinster Form — wobei hinsichtlich der Gleichung (14) der reinen Statik die oben dis- 
kutierte Einschrankung gilt —, und zwar zunachst in der Form von Variationsprinzipen, aus 
denen man aber sofort die zugehérigen (linearen) Eulerschen Diffcrentialgleichungen fiir die u; 
findet.. Die ausfithrliche Gestalt von (13) und (14) 1aBt sich aus den angeschriebenen Formeln 
leicht aufstellen, ebenso die der zugehérigen Eulerschen Differentialgleichungen. Doch verzichten 
wir darauf, weil die Theorie in ihrer allgemeinsten Form hier nicht weiter verfolgt werden soll. 


4. Beschrinkung auf ,,linearisierte Grundzustinde. Um zu iibersichtlichen und der prak- 
tischen Verwertung leichter zugdnglichen Ergebnissen zu kommen, machen wir eine Einschran- 
kung beziiglich des Grundzustandes. Es sollen namlich weiterhin nur solche Grund- 
zustinde betrachtet werden, die sich geniigend genau nach der klassischen 
Elastizitatstheorie berechnen lassen. Die klassische Theorie ist bekanntlich dadurch 
gekennzeichnet, da sie sehr kleine Verschiebungen und Verschiebungsableitungen voraussetzt 
und deshalb den Zusammenhang zwischen den Verzerrungen und den Verschiebungen lineari- 
sieren sowie die Gleichgewichtsbedingungen am unverzerrten Kérper erfiillen darf. 

Inwieweit wird nun durch die ausgesprochene Voraussetzung die Tragweite unsrer Theorie 
begrenzt ? Diese Frage kann natiirlich erst dann vollstandig beantwortet werden, wenn der Gel- 
tungsbereich der klassischen Theorie vollstandig angegeben werden kann, was bei dem heutigen 
Stand unsrer Erkenntnis nicht allgemein méglich ist. Es ist aber anzunehmen, dai unsre Voraus- 
setzung praktisch keine wesentliche Einschrankung der Allgemeinheit der Theorie bedeutet. Bisher 
hat es sich ja als beinahe charakteristisch fiir Stabilitatsprobleme gezeigt, daB die Grundzustande 
neben den viel komplizierteren Nachbarzustanden recht einfach und mit verhaltnismaBig ele- 
mentaren, der linearisierten (klassischen) Theorie angehérenden Mitteln erfaBbbar sind. Auf 
statischem Gebiet liegen in der Tat solche ,,linearisierte“’ Grundgleichgewichtszustande zu- 


mindest der iiberwiegenden Mehrzahl der praktisch wichtigen Einzelprobleme der Stabilitat 


zugrunde!. Auch die Trefftzsche allgemeine Theorie der statischen Stabilitat? fut auf ihnen. 
In der Elastokinetik ist erst recht kein wichtiger Fall bekannt, der durch unsere Voraussetzung 
ausgeschlossen wiirde. Man hat, soviel ich sehe, bei der Berechnung der durch zeitlich verander- 
liche Krafte erzwungenen Bewegung eines elastischen Kérpers die klassische Elastizitatstheorie 
bisher ttberhaupt noch nicht verlassen — ausgenommen eben die in der Einleitung aufgefiihrten 
Schwingungsuntersuchungen, die aber iiberall da, wo es sich um eine reine Stabilitatsbetrachtung 
in dem oben dargelegten Sinne handelt, wiederum von einem .,linearisierten“* Grundbewegungs- 
*zustand ausgehen. 


Unsere Annahme besagt, das die ky nun mit den iiblichen Spannungen o, t der klassischen 


Elastizitatstheorie tibereinstimmen und den bekannten, am unverformten Kérperelement auf- 
gestellten Gleichgewichtsbedingungen 


ALG) 
0? u. : 
3 5 16? 0 : J fiir bewegte Kérper, 
ts re 
ij 
+X; = ~ 
: Aga ee (15) 
= 
0) fiir ruhende Kérper 
im Innern sowie 
3 
(0) , 
k;; cos(n, xi) = pj (16) 


an der Oberflache mit der Normalen n geniigen. Geht man mit diesen Beziehungen fiir bewegte 
Kérper in die Arbeitshauptgleichung (8), fiir ruhende Korper in die entsprechende Hauptgleichung 
hinein, so folgt durch partielle Integration sofort 


; Su; : 
OA = [ff Ds ky oe Aid Bo Gr eee (17) 
‘ me Hare 


Al 


' Ks lassen sich allerdings auch Beispiele konstruieren, in denen man schon bei der Berechnung des Grund- 
gleichgewichtszustandes iiber die klassische Theorie hinausgehen muf. Soll beispielsweise die Kippstabilitat 
eines Tragers untersucht werden, der durch Quer- und Langskrafte beansprucht ist, wobei die letzteren beinahe 
die Knicklast erreichen, so ist fiir den Grundgleichgewichtszustand die bekannte Gleichung fiir ,,Knick- 
biegung” zustandig, die nicht in den Rahmen der klassischen Theorie fallt. Doch darf man wohl solche Falle 
als Ausnahmen bezeichnen. 


> E. Trefftz, Z. angew. Math. Mech. 12 (1933) S. 160. 


| 


ee ere ee See Ce ne greg ae Sen ak ee 
Poa Te ie oe ave ne 
ii Os aa 


Dane Farin mu auf Grund unserer Annahme die erste Waration von A annehmen, und sie mu 
sie auch behalten, wenn wir in (17) die speziellen Variationen du;—w; einfithren, wodurch nach 
_ der oben eingefiihrten _Bezeichnung 0A= Al) wird. 

iy Nun ist, wie man aus (2) sofort erkennt, 


vi (0) 4 (1) ) 7 (0) hy eee is 
J Sij kj = Sij kj fiir ea ic 


Ferner erhalt man durch Umordnung 
i 3 3 j 3 , 3 3 


3 
(0) me?) . (0) el 1) re (0) yp (1) Were: 
Sii ki = Sii G Bie ate mds Srr an gi GC Sit + ere d 8 oe ~ Dei 


v=] a a 


Also wird nach (10) 


AQ) = fff 5 ki; ' gi; dx, d xy dx, iran (18) 


nin 


; eee man (17) und (18) ausfiihrlich nebeneinander auf, wobei die Bezichungen hig = hye und 
&ij = ji beriicksichtigt werden, so liest man durch Koeffizientenvergleich sofort 


; Gi a)ety 0 Uj 
o-. — EE 
‘ she) : 0 xy , 0 x; (19) 
ab. In dieser VeTerntnelten Form sind infolge unserer Annahme die in den uw; linearen Glieder 
der gi; in der Rechnung mitzufiihren. Daeeten seien auch die in den u; linearen Glieder der ky 


besonders vermerkt: 


3 


t (1) (1) y (4) 
ki; =G Si Srr |» | 
a pee (20) 


fursus 7. 


(1) (1) 


Fig = 6 8 


Nun soll ausgerechnet werden, welche Form A@) auf Grund der Beziehung (19) annimmt. 
Durch eine Umordnung, die genau wie die eben vorgenommene verlauft, findet man 


k 


(0) 
Bij 
3 


(0) Wee (2) 
> gii ke “i as ki Sii + 


p—t Vea 


(2) (0) (2) 


ip — iy 8 


fiir 1+], 


Damit entsteht aus (11) 


A(?) = Af de By ‘gy d xy d xy d xy + Ones hy gy dx, d x, dx. : (21) 


j= 
Das erste Integral von (21) “bat folgende einfache mechanische Bedeutung: Nach (19) sind die 
Si fiir i=j gleich den poppet yauneen éi, fiir i+] gleich den Schiebungen yy der klassischen 
Theorie. Ferner hangen die g;; mit den kis gema48 den auch in der klassischen Theorie bestehenden 
Beziehungen (20) zusammen. Die Tee sind also die von den Zusatzverschiebungen u; geweckten 
Spannungen der klassischen Theorie. Also ist das erste Integral von (21) einfach gleich derjenigen 
Formanderungsarbeit, die man nach der klassischen Theorie erhalt, wenn man dem Koérper 
- ohne Vorbelastung und Vorverformung (also ,,von Null aus‘‘) die Verschiebungen uw; erteilt. 
Wir bezeichnen diese Arbeit abkiirzend mit Aisa. Das zweite Integral von (21) stellt mechanisch 


(0) 
den quadratischen Teil der Arbeit der Zusatzverschiebungen u; an den Grundspannungen kj; 


dar. Schreiben wir fiir diese Zusatzarbeit A,,. und beriicksichtigen wir (1), so kommt schleBlich 
in endgiiltiger Fassung 


A(?) == Ataaes ie hth 


WAlcines == oe : hig: aA OR Ae. On, 
(0) Cite Oly: fs ae 
Ams ols De Lox eae eae 


mit 
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Mit diesem Ausdruck fir A@), dem Ausdruck (12) fiir T@) und den erginzenden Beziehungen (19) 


und (20) sind die Variationsgleichungen (13) und (14) als Bestimmungsgleichungen. fiir die Lusatz- 
verschiebungen wu; explizite angeschrieben. Die Stabilitatsprobleme haben damit unter der in 


diesem Abschnitt getroffenen Beschrankung auf linearisierte Grundzustande ihre allgemeine und _ 


vollstindige mathematische Formulierung gefunden. Neben die Schreibweise der Variations- 
rechnung tritt gleichwertig die Differentialgleichungsdarstellung, die im folgenden gleichfalls 
angegeben werden soll. as oy 

Die Gleichungen (14) und (22) hat auch Trefftz' aufgestellt, allerdings auf einem anderm, nur 
fitr die statischen Stabilitatsprobleme gangbaren Weg. Wir diirfen bei der Berechnung der ersten 
Variation von A) auf die Trefftzsche Arbeit zuriickgreifen und entnehmen ihr den Ausdruck! 


3 3 a 3 s 
0k, 0 (0) du 
: mx — PSN PERS OPS 
6 A) - fff, 0 Ur | ay dias (zi z)| dxid wid xe 
r=l1 j= Ui 
3 " 3 (23) 
aie 
ae [| > 0 Uy > k,; cos (tee > Pi cd do. 
r= j=! pe be ? 
Daneben stellen wir die bekannte Variation von T(?) 
3 : 
6 T= — I[fe — bu, dx,dx,dx,. (24) 
r=1 


te Jit i 
Soll nun die Gleichung (13) f(@A® —dT) dt=o fir alle zulassigen Variationen Ou, erfiillt sein, 
t 


so miissen nach der iblichen SchluBweise der Variationsrechnung die Faktoren von du, in dem 
Oberflachenintegral einerseits und in dem durch Subtraktion von (23) und (24) zusammen- 
gezogenen Raumintegral andererseits fiir sich verschwinden. Nach kurzer Rechnung folgt daraus 
das lineare homogene Differentialgleichungssystem (fiir r=1, 2, 3) 


“ ni) ae i 0 Ou ou 
ees (0) Uy ) ¥ —0=0; 25) 
a Ori e 0 xj (25) 0 x; ary (29) 
fe 


ijl. 


mit den gleichfalls linearen und homogenen Randbedingungen 


3 3 
yi k,; cos (n. x) ++ x Pi Ae =a) (26) 
De Via 
an der Kérperoberflache. Damit sind die Differentialgleichungen fiir die Zusatzverschiebungen u; 
im kinetischen Fall aufgeschrieben. Die aus dem Prinzip der virtuellen Verriickungen folgenden 
rein statischen Gleichungen erhalt man einfach dadurch, da man in (25) das auf der rechten 
Seite stehende Beschleunigungsglied durch Null ersetzt, wahrend (26) unverandert bestehen bleibt. 
Die Betrachtung des Systems (25), (26), zu dem wiederum erganzend die Gleichungen (19), 
(20) treten, !aBt erkennen, daB die Zusatzverschiebungen u; Bedingungen gehorchen, die den Be- 


dingungen (15), (16) fiir die Grundverschiebungen u; eng verwandt sind. Die mathematische und 
mechanische Bedeutung von (25), (26) mag durch einige Bemerkungen etwas naher erlautert werden. 
dam, 

To 
gleichgewichtszustand. Das Problem ist mathematisch gesprochen ein Eigenwertproblem. Zu- 
satzverschiebungen u;+0 existieren nur fiir bestimmte kritische Werte (Eigenwerte) der Be- 


Die statischen Gleichungen ( 0) bestimmen die Nachbargleichgewichtslagen zum Grund- 


lastungen X;, pi und damit der von ihnen abhangenden Grundspannungen ki. Man wird so. 
wie schon friiher erwahnt, auf die Verzweigungspunkte des Gleichgewichts gefihrt. 
Die kinetischen Gleichungen (25) bestimmen, solange die auBeren Lasten und damit die leg 
zeitlich konstant bleiben, die Eigenschwingungen des vorbelasteten Kérpers. Setzen wir 
Ui (Ky, Xp, Ky, t) =U; (ay, Xena) COS Dt (27) 
und bezeichnen wir abkiirzend den Differentialausdruck auf der linken Seite von (25) mit 
D, (Wy, Wy, Wy), so wird aus (25) 
D, (Ga; Us; Us) +om?U,=0 > (28) 
“ E. Trefftz, Z. angew. Math. Mech. 12 (1933) S. 160. Vgl. die Gleichungen (26), (27) und (28) der Trefftz- 


schen Arbeit. 
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wahrend (26) in den U; genau so lautet wie in den w;. Das System (28) driickt wieder ein lineares 
Eigenwertproblem aus. Diesmal ist aber das von der Belastung abhangige Quadrat der Eigen- 
frequenz w der unbekannte Eigenwert. Solange w? positiv herauskommt, liegen als Nachbar- 
bewegungen der Grundgleichgewichtslage wirkliche (begrenzte) Sehwingungen vor. Die Grund- 
gleichgewichtslage ist dann stabil. Ist ein Eigenwert w=0 vorhanden, so ist die zugehirige Nach- 
barbewegung (Eigenschwingung) zur Nachbargleichgewichtslage ausgeartet. Sie geniigt dann 


nach (28), wie es sein mufB den statischen Gleichungen D,—0; der Grundzustand befindet sich 


an der Stabilitaétsgrenze. Tritt schlieBlich ein negativer EKigenwert m?= —a? auf, so enthalt die 
zugehérige Lésung (27) den Faktor cos mt=Coj at, der ein unbegrenztes Anwachsen der Nachbar- 
bewegungen bedeutet. Hier liegt Instabilitat der Grundgleichgewichtslage vor. Diese Andeutungen 
mégen als Hinweis darauf geniigen, daB die Eigenwertaufgabe (28) die statische Stabilitatsfrage 
vollstandig umfaBbt. 

Sind die auBeren Lasten NX; und pi und damit auch die Grundspannungen ki Funktionen. 
der Zeit, so liegen in den Stabilitatsgleichungen (25) und (26) lineare partielle Differential- 
gleichungen und lineare Randbedingungen mit zeitabhangigen Koeffizienten vor. Uber die Ge- 
winnung und den Charakter der Lisungen wu; dieser Gleichungen laBt sich allgemein nichts aus- 
sagen. Das Stabilitatsverhalten einer Grundbewegung kann erst dann beurteilt werden, wenn 


‘die Nachbarbewegungen wirklich berechnet sind. Doch soll die Integrationstheorie der kinetischen 


Stabilitatsgleichungen nicht Gegenstand der vorliegenden Abhandlung sein. Wirklich gelést 
worden sind die Gleichungen bisher nur in einigen Sonderfallen, die in der Einleitung (FuBnote + 
bis > von S. 1) genannt und alle nach der hier entwickelten Theorie behandelbar sind. 


5. Ein Beispiel. Wenn man von der allgemeinen Theorie zu konkreten Einzelfallen der Sta- 
bilitat der Stabe, Platten usw. iibergeht, so niitzt man zweckmafig die in der Festigkeitslehre 
iiblichen Vereinfachungen aus und kann dadurch oft eine recht kurze und iibersichtliche Form 
der Stabilitatsgleichungen erreichen. Die wichtigste Arbeit ist in jedem Fall die Berechnung 
von A), Sie vollzieht sich in zwei Schritten entsprechend der Zusammensetzung von A(®) aus 
den beiden Summanden Axia, und Ars: Fiir das Glied Ajiass kann kurzerhand der in der tech- 
nischen Festigkeitslehre gebrauchte Ausdruck fiir die Formanderungsarbeit der Zusatzver- 
formungen eingesetzt werden. As berechnet 
man am zuverlissigsten, indem man fiir die 
Verschiebungen wu, einen mdglichst einfachen, 
aber doch geniigend allgemeinen Ansatz macht 
und mit diesem in den Ausdruck (22) fiir Azus 
hineingeht. Weniger systematisch laBt sich Azns 
auch haufig auf Grund seiner mechanischen Be- 
deutung als Arbeit der Zusatzverschiebungen 
an den Grundspannungen direkt anschreiben. 
Neben A() ist noch die kinetische Energie T() 
der Zusatzverschiebungen auszurechnen, wobei 
wiederum alle in der technischen Schwingungs- 


lehre gebrauchlichen Vereinfachungen zu Hilfe Lasirichtung 
iasaetan eee werden diirfen. Dann ist die Aut- Abb. 1. Der Stab des Beispiels im Koordinatensystem. 
stellung der grundlegenden Variationsgleichung 

geleistet. 


Wir geben zur Veranschaulichung der Methode ein einfaches Beispiel, und zwar sei der schon 
von Trefftz a. a.O. behandelte kippende Rechteckstreifen in etwas allgemeinerer Fassung aus- 
gewahlt. 

Um den AnschluB an die iiblichen’ Bezeichnungen der Festigkeitslehre zu erhalten, schreiben 
wir in diesem Abschnitt nicht mehr x,, x», x3, sondern x, y, z fiir die Koordinaten. Wir betrachten 
einen geraden Trager der Linge / mit schmalem Rechteckquerschnitt (Breite 6, Hohe h, Trag- 
heitsmomente Jy und J,, Abb. 1). Uber die Lagerung sei zunichst noch nichts Bestimmtes aus- 
gesagt. Jedes Ende kann eingespannt, gelenkig, aber unverdrillbar gelagert oder (bei eingespann- 


- tem anderem Ende) frei sein. Der Stab werde durch duBere Krafte oder Biegemomente in y-Rich- 


tung ausgebogen. Es ist bekannt, daB der Balken bei geniigend hoher statischer Belastung kippen, 
d.h. den Lasten unter Verdrehung seitlich in z-Richtung ausweichen kann. Wir stellen nun 
die Frage, ob der Trager auch bei zeitlich veranderlichen Lasten Instabilitatserscheinungen 


zeigen kann. 
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Durch die iuReren Lasten und Momente wird an dem Stab eine bestimmte Biegebewegung 
in y-Richtung hervorgerufen, die als Grundbewegung zu gelten hat, und damit iiber die ganze 
Stablinge ein bestimmtes Biegemoment M(x, t) erzeugt. Im Grundzustand sind also die Span- 


nungen k)—o, und k)}=txy vorhanden, die den Bedingungen 
My ort : 
Cf coat & und [ft dxdy= a (29) 


geniigen. Als Nachbarbewegung fassen wir eine zusatzliche Ausbiegung des Stabes in y- und 
z-Richtung mit gleichzeitiger Verdrehung um die Stabachse ins Auge. Verschiebungen in x-Rich- 
tung diirfen auSer Betracht bleiben. ; 
Nun zur Bestimmung der verschiedenen Arbeiten. Wir bezeichnen mit 

v(x,t) die zusitzliche Ausbiegung der Stabachse in y-Richtung, 

w(x,t) die zusatzliche Ausbiegung der Stabachse in z-Richtung, 

(x,t) den Verdrehwinkel der Querschnitte um die Stabachse, 

GJ die Torsionssteifigkeit, 

Up den polaren Tragheitsradius des Querschnitts, 

Mu die Masse des Tragers pro Langeneinheit. 


Dann ist die Formanderungsarbeit der Zusatzverschiebungen, wie bekannt, 
l l l 
EGe op (Biv Bigs ie Bip pata \2 GIi fT pse 2 
Aidass = —<~— (: on ) dx+ f(s 2 ) 1B Saas I (5) x. (30) 


0 x? 2 
0 0 0 


ebenso die kinetische Energie 
1 


Te) == | (Sz) + (<=) ip (7) dx. (31) 


Zur Berechnung der Arbeit Azus machen wir fiir die Zusatzverschiebungen den leicht verstand- 
lichen Ansatz 


0 
i, =o 2, (32) 
uz=wtty, | | 


der die angenommene Verformung des Stabes in vereinfachter Weise beriicksichtigt. Dann ist 


nach (22) 


dem fffos (2) (28) dey ao ff col = ee 


woraus mit (32) nach kurzer Rechnung unter Beriicksichtigung der Beziehungen //y dy dz 


=ff yz dy dz=ff yz? dy dz=[fy? dy dz=ffrxy y dy dz=0 und STy? dy dz=J. sowie der Glei- 
chungen (29) der einfache Ausdruck 


2 1 1 
A= fi UHL iia pea hs ic LEE rs 
0 


Ot wi ag Oy UO knivore 
0 
oder 
I ; 
dw oa 
Abb. 2. Zur Berechnung 0 
von Ay, folgt. 


Die Beziehung (33) kann man auch durch eine einfache mechanische Betrachtung gewinnen. 
Wenn sich ein Querschnitt um den Winkel 3 verdreht (Abb. 2), so wirft das Grundmoment M 
die Komponente M’= —M?@ in die (verdrehte) y-Richtung. Mee 15S hee a 
. ° : _ 
infolge der Verbiegung w; es fallt gleichfalls in die y-Richtung. Daher leistet das Moment M 
bei der Verbiegung w die Arbeit 


ist das Moment 


l 


— 1 
M’M | ; 
0 


07 w 
7m I . 


A yas ~ 


0 
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Durch partielle Integration folgt daraus 


dw | aw 
aren [Mo ene eM OV da 
0x x 
iV) 0 
worin das erste Glied rechts bei allen angenommenen Lagerungsarten verschwindet. Damit 


sind wir wieder auf die Gré®e (33) zuriickgekommen. 


. 


Mit (30), (31) und (33) sind die den allgemeinen Ausdriicken (12) und (22) entsprechenden 
Terme der Variationsgleichung (13) fiir unser Beispiel ausgerechnet. Von (13) gelangt man nach 
den Regeln der Variationsrechnung, auf die wir hier nicht einzugehen brauchen, zu den Diffe- 
rentialgleichungen 


d+ v a? v 
EJ: Arak =F ia ro = 0, (34) 
= 0+ w 3? a7 0 
EIyo a 7 ya (Me) +9 ie 
a7 d7u 3 One | “4 
GJa 3 me =F M a > i P AW 0 0) 
und die Randbedingungen werden fiir ein eingespanntes Ende 
sip ON eg Nie 
DENA aA elas eC eee > 
fiir ein gelenkig gelagertes Ende mit verhinderter Torsion (Gabellagerung) 
rede wae (one Oe OFT ye 
; v= w= o we ene : 0 
und fiir ein freies Ende 
SOR OP DE > 820 0 
teen eh ne eam Ne 


0? w 


d 
E Jy —5 — 5 (M8) =0, 


AAR Rey 
0x 0x 
Damit sind die den allgemeinen Beziehungen (25), (26) entsprechenden Bestimmungsgleichungen 
fiir die Nachbarbewegungen zu dem betrachteten Grundbiegezustand aufgestellt. Von diesen 
Gleichungen liefert offenbar (34) zusammen mit den Randbedingungen fiir v einfache, freie 
Biegeschwingungen in y-Richtung, die von den iibrigen Bewegungen unabhangig und deshalb 
uninteressant sind. Das System (35) dagegen beschreibt eine mit einer Torsion gekoppelte Biege- 
_bewegung des Stabes in z-Richtung, also eine Kippbewegung, auf die es allein ankommt. 

Die Aufstellung der Stabilitatsgleichungen ist nun auch in einem praktischen Beispiel vor- 
gefihrt. Es mag zum SchluB noch der Hinweis folgen, daf sich gewisse verwandte Gleichungen 
schon in der Literatur vorfinden. 

Nehmen wir den statischen Fall der zeitunab- 
hangigen Lasten an, so wird M= M(x) eine Funktion 
von x allein, und die (aus (14) folgenden) Gleichungen ( 


fiir das statische Kippen erhalten eine Form, die aus 
(35) einfach durch Nullsetzen der Beschleunigungs- 
glieder hervorgeht. Man erkennt in ihr leicht die ur- 
springlich von Prandtl' und Mitchell? aufgestellten iy 

und auch von Trefftz a. a. O. fiir den Fall des Krag- Abb. 3. Belastung des Balkens im speziellen Beispiel. 
tragers gegebenen Differentialgleichungen wieder. 


Ferner gelangen wir zu einem von Woinowsky-Krieger® behandelten kinetischen Sonderfall, 
wenn wir folgende beiden speziellen Annahmen einfihren: 

1. Der Trager sei an beiden Enden in Gabeln gelagert. 

2. Die auBere Belastung bestehe in schwingenden Endmomenten (Abb. 3) 


M=M,+M, cos wt 


1 L. Prandtl, Kipperscheinungen. Diss. Miinchen 1899. 
2 A. G. M. Mitchell, Phil. Mag. (5), Bd. 48 (1899), S. 298. 
3S. Woinowsky-Krieger, Ing.-Arch. 13 (1942), S. 197. 
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mit konstanten Koeffizienten M, und M,, wobei-die Frequenz @ stets weit unter der kleinsten 
aye B25. ; 
Biegeeigenfrequenz des Stabesin y-Richtung @) = (F) /22- liegen soll. Dann ist das Grund- 


biegemoment iiber die ganze Stablange naherungsweise gleich M zu setzen. 


Gleichung (35) stimmt jetzt mit den von Woinowsky-Krieger aufgestellten Kippschwingungs- 
differentialgleichungen iiberein (a. a. O. Gl. (5)), wenn man diese Gleichungen ihrerseits durch 
Nullsetzen der GréBen P und D spezialisiert!. Woinowsky-Krieger diskutiert die Integrations- 
theorie seiner Gleichungen ausfithrlich. Da sich unsere Gleichungen dieser Theorie unterordnen, 
kénnen wir in allen Einzelheiten auf die angefithrte Arbeit verweisen. Lediglich das grund- 
sitzliche Ergebnis sei mitgeteilt: Der Trager fiihrt Kippschwingungen, d.h. kombinierte Dreh- 
und Biegeschwingungen in z-Richtung aus, sobald diese Bewegung durch eine entsprechende 
Stérung der Grundbewegung eingeleitet wird. Fiir bestimmte Werte der Momente M, und M, 
und der Frequenz @ schaukeln sich diese Schwingungen auf, derart, daB die Betrage von w 
und % trotz beliebig kleiner Anfangsauslenkungen und -geschwindigkeiten mit der Zeit jede 
vorgegebene Schranke iiberschreiten. Die Bedingungen fiir das Eintreten dieser Aufschaukelung — 
lassen sich zahlenmaBig angeben. Damit ist fiir das betrachtete spezielle Beispiel in der Tat eine — 
kinetische Instabilitat des Grundzustandes nachweisbar. 


6. Zusammenfassende SchluBbemerkungen. Die vorliegende Arbeit stellt neben die bekannte 
Theorie der Stabilitat des elastischen Gleichgewichts eine Theorie der Stabilitat der elastischen 
Bewegung. Diese Theorie erscheint dabei als die itibergeordnete, die statische Stabilitat als ein 
Sonderfall der kinetischen (in Ubereinstimmung mit der Tatsache, da® das statische Gleich- 
gewicht ein Sonderfall der Bewegung ist). Gema®B dieser inneren Verwandtschaft erfahren die 
beiden dem ersten Augenschein nach so verschiedenen Probleme eine véllig parallele Behandlung 
und fiihren deshalb auch auf ganz entsprechende Endformen fiir die Stabilitatsgleichungen. Der — 
mathematische Grundgedanke der Untersuchung ist einfach und in der Mechanik von alters her 
bekannt: Neben den auf seine Stabilitat zu untersuchenden Grundzustand des elastischen Kér- 
pers wird ein gestérter Zustand, ein Nachbarzustand gestellt, dessen EHigenschaften Auskunft 
iiber die Stabilitat des Grundzustandes geben sollen. Dabei werden die Verschiebungen vom 
Grund- zum Nachbarzustand als unabhangige Variable eingefithrt und so klein angenommen, 
daB die Gleichungen fiir diese Zusatzverschiebungen in der iiblichen Weise linearisiert werden 
diirfen. DaB wir bei diesen Ableitungen den Weg ttber die Variationsprinzipe der Elastomechanik : 
genommen haben, ist neben dem genannten Grundgedanken von untergeordneter Bedeutung. | 
Prinzipiell wesentlich aber ist, daB den Ausgangspunkt der ganzen Untersuchung die Elastizitaéts- 
theorie endlicher Verschiebungen mit ihren nichtlinearen Gleichungen bilden mu, wahrend die | 
von vornherein linearisierte klassische Theorie bekanntlich keinerlei Instabilitatserscheinungen 
elastischer Kérper sichtbar werden laBt. 


Das Stabilitatsproblem ist indes mit der Aufstellung unserer Gleichungen erst gestellt, nicht 
gelést. Die schwierigere Aufgabe der Aufklarung des tatsaichlichen Stabilitatsverhaltens der 
elastischen Kérper ist nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit und harrt jedenfalls fiir die 
elastische Bewegung noch weitgehend ihrer Erledigung. Zwar findet man im Schrifttum einige 
Einzelprobleme behandelt, die in der Einleitung aufgezahlt sind. Doch scheint mir auf diesem 
Gebiet der Elastokinetik noch viel zu tun iibrig zu sein. 


(Eingegangen am 14, Januar 1947.) 


' Woinowsky-Krieger behandelt einen Trager mit I-Querschnitt, der auSer durch Endmomente noch durch 
eine Langskraft beansprucht wird. Um auf unsern Fall zu kommen, mu man die Biegesteifigkeit D der Flansche 
und die Langskraft P weglassen. 
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